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泛 函 分 析 是 从 变 分 法 、 积 分 方程 以 及 量子 物理 等 的 研究 中 发 展 起 来 的 数学 分 
支 ,形成 于 20 世纪 30 年 代 . 它 综合 运用 函数 论 、 几 何 学 、 代 数学 的 观点 和 方法 来 研 
究 无 限 维 向 量 空间 (如 函数 空间 ) 上 的 泛 函 、 算 子 及 其 极限 理论 ,并 不 断 地 以 其 他 众 
多 学 科 所 提供 的 素材 来 提取 自己 的 研究 对 象 , 它 在 概率 论 、 函 数论 .连续 介质 力学 、 
量子 物理 ,最 优化 理论 控制 论 和 信号 处 理 等 学 科 中 都 有 重要 的 应 用 , 强 有 力 地 推 
动 着 其 他 关联 学 科 的 发 展 . 今天 , 它 的 空间 理论 , 算 子 理论 和 谱 理论 等 已 经 渗透 到 
不 少 工程 技术 性 的 学 科 中 ,成 为 近代 分 析 的 基础 之 一 . 

泛 函 分 析 是 Euclid? 空间 上 的 微 积分 学 和 解析 几何 学 的 自然 延伸 ,实际 上 在 
高 等 数学 中 我 们 已 经 接触 到 泛 函 的 概念 ,只 是 没有 挑 明 而 已 . 例如 , 实 连续 函数 
f(z) 在 区 间 [a,6b] 上 的 积分 


m} 


IP = fædd 


就 是 一 个 泛 函 数 , 它 的 取 值 是 实数 ,但 它 的 变 元 却 由 实数 变 成 了 实 函 数 . 这 种 函数 
的 函数 是 泛 函 分 析 最 早 研究 的 对 象 ,并 随 着 求 形 如 


b + 
JO = |’ Fer,y,y de 


的 泛 函 的 极 值 ( 即 所 谓 变 分 法 ) 而 发 展 起 来 . 

历史 上 最 有 名 的 泛 函 极 值 问 题 是 John 
Bernoulli 在 1696 年 提出 的 最 速 降 线 问题 . 
1697 年 John Bernoulli 的 哥哥 James Bernoulli® 
给 出 了 最 速 降 线 问题 的 解答 . 它 的 基本 问题 是 
这 样 的 : 设 O 和 忆 是 铅 直 平面 zOy 内 的 两 个 
点 ,一 质点 在 重力 作用 下 从 O 点 沿 一 曲线 滑落 
到 卫 点 ,假定 无 摩擦 和 其 他 阻力 ,曲线 呈 何 形 
状 时 其 滑落 的 时 间 最 短 ( 见 图 0-1)? 

实际 上 , 若 设 曲线 方程 为 > 一 >(z), 则 总 图 0-1 最 速 降 线 问题 
的 下 降 时 间 为 


O 欧 几 里 得 ( 约 公元 前 330 一 前 275 年 ), 古 希腊 数学 家 , 欧 几 里 得 几何 学 的 创始 人 . 
@ 约翰 * 伯 努 利 (1667 一 1748 年 ), 瑞 士 数学 家 , 变 分 法 的 创始 人 之 一 . 
© 久 姆 土 。 伯 努 利 (1654 一 1705 年 ), 瑞 十 数学 家 , 变 分 法 和 概率 论 的 创始 人 之 一 . 
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此 即 为 y 的 一 个 泛 函 . 可 以 证 明 , 当 y VARER 
i = a(t—sin t), 
y = a(1 — cos t) 
时 ,TCy) 取 得 极 小 值 . 

随 着 时 间 的 推移 , 泛 函 分 析 的 研究 对 象 由 泛 函 推广 到 一 般 的 算 子 ,研究 范围 也 
遍及 分 析 学 的 方方面面 ,并 随 着 线性 算 子 的 谱 理 论 与 量子 力学 中 的 谱 分 析 惊 人 的 
一 致 而 确定 了 自己 的 地 位 . 泛 函 分 析 成 为 独立 的 数学 分 支 的 两 大 标志 是 :1932 年 
出 版 的 Banachg 的 《线性 算 子 理论 ) 和 von Neumann@ 的 《量子 力学 的 数学 基础 》 
两 部 划时代 著作 . 

尽管 泛 函 分 析 有 着 浓厚 的 应 用 背景 ,但 很 多 学 生 在 学 习 过 程 中 却 感到 其 艰 涩 
难 懂 , 这 是 由 于 其 高 度 的 抽象 性 造成 的 . 实际 上 ,以 解 方程 为 例 , 无 论 是 线性 方程 还 
是 非 线 性 方程 , 显 函 数 方程 还 是 隐 函 数 方程 , 常 微分 方程 还 是 偏 微分 方程 ,在 泛 函 
分 析 中 都 被 抽象 为 算 子 方程 ,而 算 子 方程 最 终 又 被 统一 为 方程 

x= Tz, 
从 而 使 方程 的 求解 问题 转化 为 求 算 子 T 的 不 动 点 问题 . 它 在 抽象 过 程 中 丧失 了 直 
观 ,而 又 在 更 高 层次 上 恢复 了 直观 ,这 正 是 泛 函 分 析 的 奇妙 之 处 . 

泛 函 分 析 是 一 门 既 能 充分 体现 现代 数学 思想 和 方法 、 体 现 数学 的 思维 方式 和 
思维 过 程 ,又 具备 较 好 应 用 价值 的 数学 基础 课程 , 它 为 解决 物理 和 工程 问题 提供 必 
要 的 数学 框架 . 为 了 全 面 提高 工学 研究 生 的 数学 素养 ,培养 研究 生 的 创新 精神 、 创 
新 思维 和 创新 能 力 ,使 学 生 具 备 科学 的 认 知 能 力 、 严 谨 的 表达 能 力 、 熟 练 的 建 模 能 
力 ,我 们 将 泛 函 分 析 作为 全 体 工 学 硕士 研究 生 的 公共 基础 课程 ,以 保持 高 等 教育 中 
科学 思维 训练 的 连续 性 . 为 了 清晰 地 描述 泛 函 分 析 的 基本 概念 ,基本 理论 和 基本 方 
法 ,同时 又 不 增加 学 生 的 学 习 负 担 ,我 们 按照 预备 知识 .空间 理论 、. 算 子 理论 . 谱 理 


D 巴 拿 赫 (1892 一 1945 年 ) ,波兰 数学 家 ,Banach 空间 理论 的 创立 者 . 
© A + 诺 伊 肥 (1903 一 1957 年 ), 匈 牙 利 数学 家 , 算 子 代数 博弈 论 的 创始 人 . 
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论 的 基本 脉络 , 删 繁 就 简 , 化 难为 易 ,编写 了 这 部 面向 工学 硕士 研究 生 的 《应 用 泛 函 
分 析 浅 材 , 也 可 供 具 备 高 等 数学 和 线性 代数 基本 知识 的 理科 专业 的 本 科学 生 使 
用 . 本 书 的 标准 教学 时 数 为 60 学 时 . 

本 书 在 成 书 过 程 中 得 到 解放 军 理工 大 学 训练 部 和 理学 院 领导 与 专家 的 大 力 支 
持 和 帮助 ,并 提出 了 许多 中 肯 的 意见 ,在 此 谨 向 他 们 表示 诚挚 的 谢意 ! 

由 于 时 间 和 水 平 所 限 , 书 中 错漏 之 处 在 所 难免 ,恳请 各 位 专家 学 者 和 读者 批评 
指正 . 信 寄 :yzqnj@yahoo. com. cn. 
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第 1 章 ， 实 分 析 基 础 


作为 实 变量 的 分 析 学 , 实 分 析 是 微 积 分 学 的 进一步 发 展 ,是 泛 函 分 析 的 基础 . 
本 章 作为 全 书 的 预备 知识 ,主要 介绍 一 些 集合 论 、 实 数理 论 、 测 度 论 和 积分 论 方面 
的 基本 知识 ,以 方便 读者 把 握 泛 函 分 析 的 发 展 脉络 ,为 下 面 进一步 研究 抽象 空间 及 
其 之 间 的 映射 提供 必要 的 数学 语言 和 工具 . 


1.1 集 合 


1. 集合 的 概念 


集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 . 把 现实 世界 和 抽象 思维 中 我 们 感 兴趣 的 一 些 
对 象 作 为 一 个 整体 来 研究 ,这 个 整体 就 称 为 一 个 集合 ,简称 集 ;构成 集合 的 每 个 对 
象 就 称 为 该 集合 的 元 素 ,简称 元 . 

例如 ,所 有 实数 构成 一 个 集合 R, 它 的 元 素 是 实数 ;区 间 [a, 刀 上 的 所 有 连续 函 
数 的 全 体 构成 一 个 集合 C([a,5]), 它 的 元 素 是 [a,b] 上 的 连续 函数 . 

通常 ,集合 用 大 写字 母 A, B,C,… 来 表示 ,集合 的 元 素 用 小 写字 母 ae,b,c,… 来 
表示 . 若 集合 A 是 由 一 切 具 有 性 质 P 的 元 素 构成 时 ,可 表示 为 

A = {zx:z 具 有 性 质 P}. 

当 a 是 集合 A 的 元 素 时 , 称 a 属 于 A, 记 作 a€A; 当 a 不 属于 A 时 , 记 作 a A. 

ERA A 的 每 一 个 元 素 都 是 集合 忆 的 元 素 , 则 称 A 是 B 的 子 集 , 记 作 ACB 
( 读 作 A 包含 于 B) 或 B 忆 A( 读 作 B 包 含 A); 若 ACB H BCA, WIRA A 与 集 
€ B 相等 , 记 作 A=B. 

含有 有 限 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 ; 含 有 无 限 个 元 素 的 集合 称 为 无 限 集 . 不 含 
任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ,通常 用 符号 必 来 表示 . 

集合 A 称 为 集合 B 的 一 个 真子 集 , 若 ACB.,AZB,AZQ@ fE A 与 集合 B 
称 为 不 相交 , 若 A 站 B= g. 

Ë 在 集合 概念 中 ,需要 注意 以 下 几 点 : 

1° 集合 中 的 元 素 是 明确 的 ,一 个 元 素 要 么 属于 这 个 集合 ,要 么 不 属于 这 个 
集合 ; 

2° 集合 中 的 元 素 是 不 重复 的 ; 

3° 集合 中 的 元 素 排 列 不 分 先后 ,例如 
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{2,3,1}={1,2,3}; 
4° ACB 并 不 意味 着 A HB 的 真子 集 , 它 包含 着 A=B 的 情形 ; 
5° 空 集 纪 被 看 作 是 任 一 集合 的 子 集 , 故 一 个 含有 n 个 元 素 的 有 限 集 的 子 集 个 
数 为 
CCIT… 十 CI 一 (1 十 D)" 一 2". 


2. 集合 的 运算 
D 并 交 运 算 


定义 1.1.1 设 A 与 B 是 两 个 集合 ,由 A 与 B 的 全 部 元 素 构 成 的 集合 称 为 A 
与 B 的 并 集 ,简称 A 与 B 的 并 , 记 作 AUB, 即 
AUB={z:zEA 或 zxEB}; 
由 A 与 B 的 公共 元 素 构成 的 集合 称 为 A 与 B 的 交集 ,简称 A 与 B 的 交 , 记 作 An 
B, 即 
AnB={z:zcA 且 zEB). 
集合 的 并 、 交 运算 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 (有 限 或 无 限 ) 的 情形 . BHA, aE 
了 } 是 一 个 集 族 , 其 中 了 是 某 个 指标 集 , 则 这 族 集 合 的 并 定义 为 
UA. = (z, Ja € LI,z € A.), 
交 定 义 为 
QA. = (z:Va € Iz € A.), 
式 中 ,“3 ”表示 “存在 ”;“V ”表示 “ 任 给 ”. 


集合 的 并 交 运算 具有 下 列 性 质 ， 
1 ”交换 律 
AUB=BUA， 
ANB=BNA; 
2° 结合 律 


(AUB)UC=AU (BUDO, 
(ANBNC=AN BNO; 


An CUB.) =y a N B), 
A U (Q B» =Q, (A U Bd; 
4 吸收 律 
_AU (ANB)=A, 
Añ (A U B) =A. 
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(2) 差 补 运算 


定义 1.1.2 设 A 与 B 是 两 个 集合 ,由 属于 A 但 不 属于 了 的 元 素 构成 的 集合 
称 为 A 与 B 的 差 集 , 简 称 A 与 B 的 差 , 记 作 A\B, 即 

A\B={zx:7€EA 有 rgB}; 
4 X 为 基本 集 时 ( 即 问题 中 所 涉及 的 一 切 集合 A,B,… 都 是 X 的 子 集 ) , 称 XNA 
为 A 的 补 集 ( 或 余 集 ), 记 作 A, Bp 

A‘={r:7EX 有 rEA}. 


集合 的 差 补 运算 具有 下 列 性 质 : 
1° ABAN Bs; LLI 
2° AVA =X, ANA =Ø; (1.1.2) 
3° X=, Ø =X, (A) =A; (1.1.3) 
4° 对 偶 原 理 (De Morgan? 律 ) ; 

CUA. =Q A:, QA. =YA:. (1.1.4) 
注 要 证 明 集 合 等 式 A=B, 其 标准 程式 是 :分 别 证 

ACB, BCA， 


最 后 得 结论 . 下 面 以 式 (1. 1. 1) 的 证 明 为 例 来 加 以 说 明 . 
VzEA\B, 有 zEA 且 zE&B, 即 zEA 且 zEB, 从 而 有 zEAnmB', 故 


A\BCAN B; 
VzEAmnB', 有 xzEA 且 rzEB', 即 zEA 且 z 人 kB, 从 而 有 zEANB, 故 
AmBCANB. 
合 之 ,得 
A\B=ANB:. 


若 启 用 命题 的 等 价 符 号 “eS”, 则 上 述 证 明 过 程 可 以 简化 为 : 
zEANB © rE€EAr¢B 
Ə =€A,z€ Ë 
e EANB. 
(3) 直 积 运算 


定义 1.1.3 设 A 与 B 是 两 个 非 空 集合 , 则 称 集 合 
{(z,y):zEA,yEB)} 
为 A 与 B 的 直 积 集 , 记 作 AXB. 
注 AXB 中 的 元 素 是 一 个 有 序 对 , 即 


O 德 ， 摩 根 (1806 一 1871 年 ), 英 国 数学 家 ,逻辑 代数 的 创始 人 之 一 . 
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(zy1) 一 (zy) B T=T N= 
故 直 积 无 交换 律 , 即 在 一 般 情况 下 ,有 
AXB#BXA. 


实际 上 ,我 们 所 熟知 的 二 维 Euclid 空间 R° 就 是 实数 集 R 与 R 的 直 积 . 
直 积 的 概念 可 推广 到 任意 多 个 集合 上 去 . 对 有 限 个 集合 A,A:，…,A., 有 


TI A, =A; X A; X --- X A, 
大 一 下 
=(Gyze Ta) :Th € Ak = 1,2,-.,n), 
对 集 列 {A,}, 有 


TI A, = {Gx1z20 zo); € Ak = 1,25). 


k=1 
3 题 1.1 
1. 证明 分 配 律 ， 


AUBNO=(AUBN AUO). 
2. 证 明 De Morgan 律 : 


(VA) =QA: (QAD = yA 
3. 证 明 等 式 
(A, X B.) N (A: X B.) =(A, NA:) X (B, (1 B:). 
4. 证 明 等 价 关系 
AXB=BXA © A=B. 
1.2 k 射 
1. 集合 间 的 映射 


在 高 等 数学 中 我 们 已 熟悉 了 函数 的 概念 , 若 将 其 定义 域 和 值 域 的 范围 由 实数 
集 换 成 一 般 的 集合 ,就 得 到 映射 的 概念 

定义 1.2.1 设 X, 了 是 两 个 非 空 集合 , 若 VzEX, 按 照 某 一 法 则 f, 在 Y 中 有 
唯一 的 y 与 之 对 应 , 则 称 f J: X 到 了 的 映射 , 记 作 f:X>Y;y 称 为 z 在 映射 /下 
的 像 , 记 作 f(z);X 称 为 f 的 定义 域 ,并 称 

f(X)={f(7):rEX} 

为 /的 值 域 . . 

映射 又 称 为 算 子 ,并 根据 集合 X 5 Y 的 不 同情 形 ,在 不 同 的 数学 分 支 中 有 不 
同 的 惯用 名 称 . 例如 , 当 Y= 二 XX 时 ,可 称 为 X 上 的 变换 ; 当 了 是 数 集 ( 实 数 集 R 或 
复数 集 C) 时 ,/ 可 称 为 定义 在 XX HZR. 


1.2 映射 .5. 


例 1.2.1 若 f:X>X 满足 
jz) 一 zy 
则 了 是 X 到 自身 的 一 个 映射 , 称 为 X 上 的 恒 等 映 射 , 记 为 Ix. 
注 在 不 引起 混淆 时 ,也 可 以 简 记 为 工 
例 1.2.2 设 C([a,5]) 为 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 的 全 体 所 构成 的 集合 , 则 
YrEC([a,6]) ,z= 二 z(t) 在 [a,6b] 上 的 积分 
f(z) = f za 


就 是 C([a,b]) 上 的 一 个 泛 函 . 尽管 它 的 取 值 仍 是 实数 ,但 与 以 往 的 函数 概念 不 同 
的 是 , 它 的 变 元 是 函数 而 不 是 数 ,这 是 我 们 在 学 习 泛 函 分 析 时 要 逐步 加 以 适应 的 . 


(1) 满 射 与 单 射 


定义 1.2.2 对 映射 /:X->Y, 若 f 的 值 域 
f(X)=Y, 
则 称 为 X AY EURI EVEX nAn A 
FEDES), 

则 称 f 为 X 到 Y 的 单 射 , 若 f 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 f 为 X 到 Y 上 的 双 射 (或 
一 一 对 应 一 一 映射 ). 

例 1.2.3 设 C'([a,5]) 为 区 间 [a,5] 上 具有 一 阶 连 续 导 数 的 函数 所 构成 的 集 
合 ,定义 映射 f:C Cad D>C Ca, dD H 

fe) =DD =f zd vz € Clad), 


NJ 是 单 射 而 不 是 满 射 . 

证 Vx, z € C([a,b]),## fa) fa) WA 

fa) — fm) = La) — z(9)1as = o, 
等 式 两 边 同时 对 t 求 导 , 得 
mA (t) — x2(t) = 0, 

从 而 有 zi 一 zz , 故 了 是 单 射 . 

对 于 1E CI[a,b), 若 了 是 满 射 , 则 3zE C([a, 执 ), 使 得 

| zcou=1， 

等 式 两 边 同 时 对 上 求 导 , 得 xz(z) 二 0, 但 这 是 不 可 能 的 ,否则 上 述 积分 应 为 0, 故 f 
不 是 满 射 . 

Ë 了 是 否 为 单 射 与 满 射 , 与 X 55 Y 的 选取 有 很 大 关系 .例如 ,函数 y—=x 是 
(一 co,co) 到 (0,co) 的 满 射 ,是 (0,ce) 到 (一 co,co) 的 单 射 ,是 (0,ce) 到 (0,co) 的 双 
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射 ,而 当 把 它 看 作为 (一 co,co) 到 (一 co,co) 的 映射 时 则 什么 都 不 是 . 
(2) 像 集 与 原 像 集 
定义 1.2.3 对 映射 f:X>Y, 若 ACX,BCY, 则 集合 
f(A)={f(7) :rEA} 


称 为 A 在 f 下 的 像 集 , 集 合 
f '(B)=(z=€ X: fGz)€ B) 


称 为 B 在 f 下 的 原 像 集 . 
原 像 集 具有 下 列 性 质 . 
定理 1.2.1 原 像 集 f-'(B) 保 留 集合 的 所 有 运算 性 质 : 
r f (YB)=Y, f7 B); C122:1) 
2 /7 (MB)=0, f7 Bd; (1.2.2) 
3° FTB \BD =f (BD\S T (B2); a. 2.3) 
4° FBO =f B]. (1.2. 4) 


üE 仅 证 式 (1. 2. 3) 式 (1. 2. 4). V B, ,B:CY, 由 于 
z€ f (BAAB) © f(z) € Bi\B, 
© jz) €E B, fO) € B, 
© xE f (B),z € fB) 
© zE fB B,), 
HRA. 2. 3) 成 立 ;至 于 式 (1. 2. 4) ,在 式 (1. 2. 3) 中 令 
B=Y, B=B, 
并 注意 到 
f =X 
即 得 . 证 毕 . 
像 集 具 有 下 列 性 质 . 
定理 1.2.2 像 集 /(A) 仅 保留 集合 的 并 运算 性 质 ,而 交 、 差 \, 余 运算 性 质 仅 当 
了 是 单 射 时 才 成 立 : 


P AUYAD= Y, FAD; a. 2.5) 
2 /MAICN FAD: a. 2.6) 
3° f 'A'AA.22f(A DMCA); (1.2.7) 
4 ADDAF. (1.2.8) 


证 MERC. 2.7). VA, ACX, 
@ 车 f(AD)\f(A:) 二 多 , 则 包含 关系 显然 成 立 ; 
@ E SADADA, W V yE ADA), IEA 149 y= fa). 此 时 ， 


1.2 B 射 .7. 


y E fADSJA) © y€ fA) ye fA) 
= <x€A,,z€ A; 
© zE44: 
=> ?6E fA), 
故 
f(Ai\As) D fA)\fA,), 
其 中 蔓 涵 符号 “一 "表示 由 前 者 可 以 推出 后 者 . 若 要 将 其 换 成 等 价 符号 “eS”, 必 须 有 
为 单 射 的 条 件 , 故 当 f 是 单 射 时 ,等 号 成 立 . 证 毕 . 
E 对 于 原 像 集 S OB) RPR 三 : 仅 是 一 个 符号 ,并 不 代表 映射 存在 某 
种 形式 的 逆 , 故 我 们 所 熟知 的 一 些 有 关 逆 的 性 质 并 不 存在 . 
例如 ,我 们 只 有 包含 关系 
f ' (OA) DA, fO (B)) CB, 
而 前 者 仅 当 f 为 单 射 时 等 号 成 立 ;后 者 仅 当 f 为 满 射 时 等 号 成 立 . 


(3) 延 拓 与 限制 
定义 1.2.4 对 映射 f:A-~Y,F:B-~Y, 若 ACB, 且 VzEA, 有 


F(z)= f(x), 
则 称 下 是 了 在 B 上 的 一 个 延 拓 ,f 是 下 在 A 上 的 限制 . 
2. 复合 映射 与 逆 映 射 
(1) 复合 映射 


定义 1.2.5 对 映射 f: X-Y,g:Y-—Z, h 
h(z)=g[f(z)] 
所 确定 的 映射 h: X-~~2Z 称 为 了 与 8 的 复合 映射 , 记 作 g° f. 
定理 1.2.3 V ECZ,# 
(gD !(E)= f 1(g '(E)). 
证 V<z€(g°f) '(E),# 
r€ (g- PE © g[fG)]€ E 
© f(z) € g'(E) 
© x€ f (g (E), 
Alg f) 1 (E)= f ! (g E) EE. 


(2) 北 映 射 


定义 1.2.6 对 映射 /:X—>Y, 若 存在 g:Y-~X, 使 得 
g°f=Ix, f°*g=ly, 
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则 称 g 为 7 的 逆 映 射 , 记 作 S. 
定理 1.2.4 了 存在 逆 映 射 了 后 了 是 双 射 ， 


习题 1.2 
1. 证 明 等 式 
ua-Rl>e- 计 
2. 证 明 等 式 
f 'CAUB)= f '(A)U f~ (B). 
3. 证 明 包含 关系 


f 'OfOA)2A,. 
并 举例 说 明 等 号 关系 不 一 定 成 立 . 
4. 设 映射 f:X>Y,g: YX ME 
g f=lx, 
证 明 :f 是 单 射 ,g ERN. 


1.3 集合 的 基数 


1. 基数 的 概念 


对 于 有 限 集 , 人 们 可 以 通过 计算 其 所 含 元 素 的 个 数 来 比较 其 大 小 ,但 对 于 无 限 
集 , 由 于 所 含 的 元 素 都 是 无 穷 多 个 ,又 该 如 何 比较 其 大 小 ? 远 在 Aristotle? 时 代 ， 
人 们 就 认为 所 有 无 限 集 都 一 样 大 ,这 一 观点 在 历史 上 曾 延 续 了 两 千年 之 久 . 1638 
年 ,Galileo® 将 自然 数 集 

N={1,2,%… sn} 
与 自然 数 的 平方 数 集 5 二 {1 ,2*,…,mw,…} 相 比较 时 惊奇 地 发 现 ,两 者 之 间 可 以 
通过 映射 :NS， 
f= 

建立 起 一 一 对 应 ,而 这 与 “整体 大 于 部 分 ”的 传统 观念 相悖 ,Galileo 认为 此 结果 是 
不 可 理喻 的 ,这 就 是 历史 上 著名 的 “Galileo AR”. 

到 了 19 世纪 ,Cantor9 在 创立 集合 论 的 过 程 中 ,以 一 一 对 应 为 原则 ,提出 了 集 
合 等 价 的 概念 ,并 引入 基数 的 概念 来 比较 无 限 集 的 大 小 ,还 明确 规定 如 果 一 个 集合 
可 以 和 它 的 一 个 真子 集 建立 起 一 一 对 应 , 则 这 个 集合 是 无 限 集 , 从 而 把 “整体 大 于 


O 亚 里 士 多 德 (公元 前 384 一 前 322 年 ), 古 希腊 哲学 家 、 数 学 家 ,形式 逻辑 的 莫 基 人 . 
© 伽利略 (1564 一 1642 年 ), 意 大 利 天 文学 家 ,物理 学 家 ,近代 科学 方法 论 的 莫 基 人 . 
© 康 托 尔 (1845 一 1918 年 ) ,德国 数学 家 ,集合 论 的 创始 人 . 


1.3 集合 的 基数 s Su 


部 分 ”的 原则 限制 在 有 限 集 上 ,彻底 解决 了 无 穷 悖 论 . 
《1) 集合 的 对 等 


定义 1.3.1 车 集合 A,B 之 间 存 在 一 一 对 应 , 则 称 A 与 B 对 等 , 记 作 A—B. 

例 1.3.1 区 间 (0,1) 与 实数 集 R 对 等 . 

证 令 

f(x) = tan x (z—+). 

则 f: (0,1)—R 是 一 个 一 一 对 应 , 故 (0,1) 与 R 对 等 . 

集合 的 对 等 是 一 种 等 价 关系 , 它 满足 

r 自 反 性 :A~A; 

2° PRHE: A— B=>B—A; 

3° 传递 性 :A~B,B~C=>A~C. 

注 在 数学 上 ,把 满足 自 反 性 、 对 称 性 ,传递 性 的 关系 都 称 为 等 价 关系 . 例如 ， 
三 角形 的 相似 ,向量 的 平行 和 矩阵 的 合同 等 ,这 种 关系 广泛 地 存在 于 一 般 科 学 乃至 
日 常生 活 中 ,我 们 在 以 后 的 学 习 中 还 会 不 断 地 过 到 . 


(2) 集合 的 基数 


定义 1.3.2 若 A~B, 则 称 A 与 B 具 有 相同 的 基数 . 
集 4 的 基数 可 记 作 |A| , 它 并 不 是 一 个 数 ,而 是 为 对 等 的 集合 赋予 的 一 个 记 
号 , 它 代表 了 这 些 对 等 集合 的 共性 . 对 等 思想 的 本 质 就 是 将 集合 按 对 等 关系 进行 分 
类 ,而 基数 就 代表 了 该 等 价 类 所 处 的 “数量 级 ”, 是 广义 的 元 素 个 数 . 
基数 可 以 进行 大 小 的 比较 , 若 集合 A 与 B 的 一 个 子 集 对 等 而 不 与 B 本 身 对 
等 , 则 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 , 记 作 |A| 二 |B|. 
类 似 于 高 等 数学 中 的 夹 副 定理 ,我 们 有 : 
定理 1.3.1 车 ACBCC, 且 |A|=|C|, 则 
IB|=IcCl. 
由 于 有 限 集 对 等 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 元 素 个 数 相等 , 故 有 限 集 的 基数 就 
是 它 的 元 素 个 数 ; 由 于 空 集 不 含有 任何 元 素 , 故 规定 
1g|=0. 
至 于 无 限 集 ,我 们 将 自然 数 集 N 的 基数 称 为 可 数 基数 , 记 作 
IN|=No 
( 希 伯 莱 字母 , 读 作 阿 列 夫 零 ) ,将 实数 集 R 的 基数 称 为 连续 统 基 数 , 记 作 
IR| =c. 
后 面 我 们 会 看 到 ,No<c. 
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2. 可 数 集 


定义 1.3.3 与 自然 数 集 N 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 . 若 A 为 有 限 集 或 可 数 
集 , 则 称 A 为 至 多 可 数 集 . 

由 定义 可 知 , 若 A 可 数 , 则 A 与 自然 数 集 {1,2,…,n,…} 对 等 , 故 A 是 可 数 集 
的 充分 必要 条 件 是 A 中 的 元 素 可 按 自然 数 编号 排列 成 下 列 形式 ，: 

A={aiya2 sa, ss). 

可 数 集 具 有 以 下 基本 性 质 . 

定理 1.3.2 任 一 无 限 集 都 包含 可 数 子 集 . 

证 设 A 为 无 限 集 ,显然 A 了 如 , 故 3a € A. X. 

AV(a)@, 
HX Ia C AN(a A). BEA A 中 取出 上 个 互 异 的 元 素 alyaz，…at, 因 为 A 中 有 无 
穷 多 个 元 素 , 所 以 
A\ lai saza} FD, 

TE Jan EA\{a1 asa). 由 归纳 法 ,就 得 到 A 的 一 个 可 数 子 集 {a ,az，…， 
anst ,证 毕 . 

上 述 定理 表明 ,在 无 限 集 的 基数 中 ,可 数 集 的 基数 是 最 小 的 , 故 可 数 集 是 最 小 
HERR. - 

定理 1. 3.3 有限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 并 仍 是 可 数 集 . 

证 设 有 有 限 个 可 数 集 A,,Az，…A4., 其 中 

A= {an san)s 
不 妨 设 它们 互 不 相交 , 则 只 要 抽取 它们 的 第 1 个 元 素 、 第 2 个 元 素 依次 列 出 : 
QnyQ21， An A12 3022 s °** An s013 1023 > **° sAn | *°* 

即 可 看 出 它们 的 并 仍 是 可 数 集 . 

至 于 可 数 个 可 数 集 A ,A:，…,A.，… 将 它们 的 一 切 元 素 排 成 下 列 形 式 : 

an ax as aw 


Pa £ £ 


[4 "4 s 


则 从 左上 角 起 可 按 箭头 次 序 将 A,,A:,… 的 所 有 元 素 逐 一 列 出 : 


QilyQl2 > G21 +013 1022 +031 1014 1023 9432 9Q41 9 


1.3 集合 的 基数 IES 


# Ü APR. 证 毕 . 

定理 1.3.4 有 限 个 可 数 集 的 直 积 是 可 数 集 . 

证 设 有 两 个 可 数 集 

A={a1,a21a3,""}, B={b,b ,bs,"*}, 
则 
AXB={(ai,b), ai,b), az) (a1,b3), (as ,b:),(as,bi) ss), 

HP b ERR itj 的 大 小 从 小 到 大 依次 排列 出 来 的 , 故 AX B 可 数 ,定理 当 
n=2 时 成 立 . 

设 当 n=k 时 定理 成 立 , 即 个 可 数 集 A1,A:，…,As WARA XA X XA, 
是 可 数 集 , 则 当 "一 上 十 1 Bf, 

Ai XAz X+ XA; X Arı = (Ai XA XXA) X Artı 

是 两 个 可 数 集 的 直 积 ,因而 也 可 数 . 由 数学 归纳 法 ,定理 成 立 . 证 毕 . 

注 可 数 个 可 数 集 的 直 积 不 是 可 数 集 . 即使 A, 是 有 限 集 ,那么 


A=]lA, 
也 不 一 定 可 数 . 例如 , 当 
A, = {0,1} 
时 ,A 中 的 元 素 (a ,az ,，…，,as,…) 可 看 作 二 进 制 小 数 
0.aiaz…an…， 


其 全 体 对 应 于 [0,1] 区 间 , 而 [0,1] 区 间 是 不 可 数 的 (这 一 点 ,由 例 1. 3.1 和 定理 
1.3.1、 定 理 1.3.5 保证 ). 

例 1.3.2 有理数 集 Q 是 可 数 集 . 

证 首先 ,[0,1) 区 间 中 的 有 理 数 是 可 数 的 . 实际 上 ,[0,1) 中 的 有 理 数 可 以 唯 
一 地 表 为 既 约 分 数 
2, q>0, 0<p<q, 
故 可 将 其 按照 q, p 的 大 小 从 小 到 大 依次 排列 出 来 : 


l 12 131234... 


从 而 是 可 数 的 . 
其 次 ,[n,n 十 1) 区 间 中 的 有 理 数 与 [0,1) 区 间 中 的 有 理 数 对 等 , 故 也 是 可 数 
的 ,而 


Q= Ü [t+DNQ 


b 


是 可 数 个 可 数 集 的 并 ,由 定理 1. 3. 3, 知 Q 是 可 数 集 . 
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例 1. 3. 3 有 理 系数 多 项 式 的 全 体 是 可 数 集 . 

证 设 P 为 有 理 系数 多 项 式 的 全 体 所 构成 的 集合 ， 

P, = {rotra t+r, r € Q,k=0,1,---,n), 

则 P= U P,, 故 我 们 只 需 证 P, 是 可 数 集 . 

由 于 nz" 十 iz! 十 … 十 rs 可 以 与 4 十 1 RARER Corr) EE 
起 一 一 对 应 的 关系 , 故 

P.~Q"™, 

故 由 定理 1. 3. 4, 知 Q"*!' 是 可 数 的 ,从 而 P, 也 是 可 数 的 . 

例 1.3.4 直线 上 的 互 不 相交 的 区 间 集 至 多 可 数 . 

证 在 每 个 区 间 上 取 一 个 有 理 数 与 之 对 应 ,由 于 各 区 间 互 不 相交 , 故 不 同 的 区 
间 对 应 于 不 同 的 有 理 数 , 故 整个 区 间 集 与 Q 的 一 个 子 集 对 等 ,从 而 是 一 个 至 多 可 
数 集 . 


3. 不 可 数 集 


不 是 可 数 集 的 无 限 集 , 称 为 不 可 数 集 . 
定理 1.3.5 实数 集 是 不 可 数 集 . 
证 ” 先 用 反 证 法 证 区 间 (0,1) 是 不 可 数 集 . 设 (0,1) 中 的 点 是 可 数 的 , 则 
(0,1) = {21s 22st ri t) 
其 中 
Zn =0. zaza, sss 
取 a 一 0. ataz…a…，, 其 中 
2， 若 ze 一 1， 
ks -人 # z. 1, 

则 a 与 任 一 z, 都 不 同 ,这 与 a€ (0,1) 了 矛盾 , 故 (0,1) 是 不 可 数 集 . 
最 后 ,由 例 1. 3. 1, 知 R 与 (0,1) 区 间 对 等 , 故 R 是 不 可 数 集 . 证 毕 . 
推论 No 一 c. 

证 因为 NCR, 所 以 No<c; 若 No 一 <, 则 实数 集 R 与 自然 数 集 N 对 等 ,这 与 R 

不 可 数 矛盾 , 故 No<<c. 证 毕 . 
基数 与 实数 集 同 为 c 的 集合 还 有 : 

O 无 理 数 集 ; 

@ 实 系数 代数 多 项 式 的 全 体 ; 
@ 直线 上 的 所 有 区 间 ; 

@ [4,56] 上 的 连续 函数 全 体 ; 
@@n 维 Euclid 空间 R". 


1.4 实数 的 性 质 sigs 


实际 上 , 4 1877 年 Cantor 发 现 R" 与 及 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关系 的 时 候 ,他 
说 道 :“ 我 看 见 了 ,但 我 不 相信 . ”因为 这 抹杀 了 空间 的 维 数 的 区 别 , 但 事实 就 是 如 此 . 

余下 的 还 有 两 个 问题 : 

1 是否 存在 大 于 c 的 基数 ? 

回答 是 :存在 . 由 实数 集 R 的 所 有 子 集 所 构成 的 集 族 PC(R) ,其 基数 就 大 于 c， 
记 作 2, 称 为 超 连 续 统 基 数 . 

2° 是 否 存在 基数 5, 使 得 No 二 b<c? 

Cantor 猜测 这 样 的 5 不 存在 ,这 就 是 著名 的 连续 统 假设 (Hilbert023 个 数学 
问题 中 的 第 1 个), 记 为 CH. 1938 年 ,Godel@ 证 明了 CH 与 集合 论 的 ZF 公理 系统 
的 相 容 性 , 即 在 ZF 下 推 不 出 CH 是 错 的 ;1963 年 ,Cohen® 证 明了 两 者 的 独立 性 ， 
即 在 ZF 下 也 推 不 出 CH 是 对 的 ,使 连续 统 假设 在 ZF 下 成 为 一 种 既 不 能 证 明 , 又 
不 能 推翻 的 逻辑 工具 . 


习题 1.3 


1. 证 明 :R" 上 的 有 理 点 集 是 可 数 集 . 

2. 证 明 :单调 函数 的 间断 点 至 多 可 数 . 

3. 证 明 : 若 A 为 无 限 集 而 B 为 可 数 集 , 则 
AUB~A. 

4. 证 明 ; 无 理 数 集 的 基数 为 <. 


1.4 实数 的 性 质 


1. 确 界 存在 定理 


定义 1.4.1 设 A 是 R 的 非 空子 集 , 若 M 是 A 的 最 小 上 界 , 即 
O Va€A,# a<M; 
© # Va€A,# a<C,W M<C, 
则 称 M 为 A 的 上 确 办 (supremum) , 记 作 M=supA. 
# m EA 的 最 大 下 界 , 即 
@ Va€A,# a2m; 
@ # Va€A,# a2>d,JlJ m>d, 
则 称 m 为 A 的 下 确 界 (infimum), 记 作 m=infA. 


O 希 尔 伯 特 (1862 一 1943 年 ), 德 国 数学 家 ,元 数学 的 创始 人 ,形式 主义 学 派 的 代表 人 物 . 
© 哥 德 尔 (1906 一 1978 年 ), 奥 地 利 数学 家 、 逐 辑 学 家 . 
O 科恩 (1934 年 一 ), 美 国 数学 家 . 
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若 集合 A 的 上 确 界 属于 A, 则 称 其 为 A 的 最 大 值 (maximum value), 记 作 
maxA; 若 集合 A 的 下 确 界 属于 A, 则 称 其 为 A 的 最 小 值 (minimum) , 记 作 minA. 

定理 1. 4. 1( 确 界 存在 定理 ) 对 R 的 非 空子 集 A, A 有 上 界 , 则 必 有 上 确 
界 ; 若 A 有 下 界 , 则 必 有 下 确 界 . 

注 车 在 有 理 数 集 Q 的 范围 内 考虑 问题 , 则 确 界 存在 定理 不 成 立 . 例如 ,对 


数列 
PN 
A= {0 ++) b 
由 高 等 数学 的 知识 我 们 知道 A 有 上 界 3, 且 当 n->co 时 单调 增加 趋向 于 e, 故 在 实 


数 范围 内 A 有 上 确 界 e, 但 在 有 理 数 范围 内 ,A 却 没有 上 确 界 ,因为 e 是 一 个 无 
理 数 . 


2. 单调 有 界定 理 


有 了 上 、 下 确 界 的 概念 ,在 高 等 数学 中 我 们 已 熟知 的 单调 有 界定 理 可 以 描述 
如 下 ， 
定理 1. 4. 2( 单 调 有 界定 理 ) 实数 集 上 的 单调 有 界 数列 {z,} 必 有 极限 , 且 
1° 当 {z,} 单 调 增加 有 上 界 时 ， 


limz,=sup(z,); 
2” 当 {zx} 单调 减少 有 下 界 时 ， 
limz,=inf(z,). 
3. 区 间 套 定理 


定义 1.4.2 ” 闭 区 间 列 {[a, ,5b,]) 称 为 一 个 闭 区 间 套 , 若 
[aby ]O[a a bi] (k=1,2,°"), 
有 lim(b, —a,)=0. 


定理 1. 4.3( 区 间 套 定理 ) 设 {[a, ,65,]} 是 一 个 闭 区 间 套 , 则 存在 唯一 的 一 点 
EER, (t14 


gE Ñ ia]. 
注 对 开 区 间 套 ,结论 不 成 立 . 例如 ,| (0) ) 是 一 个 开 区 间 套 ,但 
Āoz)=2 
4. 完备 性 定理 
在 极限 理论 中 ,要 说 明 数 列 {z,} 有 极限 ,需要 表达 5 层 意思 ， 
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3a€R, Ve>0, 3N€N, Vn>N, |r a| <e (1.4.1) 
现在 的 问题 是 :在 一 般 情况 下 ,我 们 并 不 知道 a 是 什么 ,我 们 希望 能 够 通过 {x,} 自 
身 与 自身 的 比较 来 得 出 它 是 否 收敛 的 结论 . 
实际 上 ,对 收敛 数列 ,只 要 将 式 (1. 4. 1) 中 最 后 一 个 e 改写 为 e/2( 由 e 的 任意 
性 ,这 样 做 是 合法 的 ), 则 当 m,n>N 时 ,就 有 
|z, —=,| =|z=, —a+a—=,| 
<l=,—a| + |z,—al| < =e 
这 样 z, 与 未 知 极限 a 的 比较 就 转化 为 =, 与 z, 的 比较 ,而 无 需 事先 知道 极限 的 值 . 
定义 1.4.3 #Ve>0, INEN AE m, n>N tj, A 
|zn—z, | <e, 
则 称 数列 {zx} 为 Cauchy? 列 ( 或 基本 列 ). 
上 面 已 经 指出 , 任 一 收敛 点 列 都 是 Cauchy 列 . 余下 的 问题 是 ,这 样 的 数列 是 
否 收敛 . 对 于 实数 集 ,回答 是 肯定 的 . 
定理 1. 4. 4(Cauchy 收敛 准则 ) R 中 的 任 一 Cauchy 列 都 收敛 到 一 实数 . 
实数 集 的 这 一 特性 , 称 为 R 的 完备 性 . 
Ë 有 理 数 集 没有 完备 性 . 例如 ,有 理 数列 
(0+4) 
作为 实数 列 是 一 个 Cauchy 列 , 有 极限 。, 但 在 有 理 数 范围 内 却 没有 极限 ,因为 e& Q. 
5. 列 紧 性 定理 


定理 1. 4. 5( 列 紧 性 定理 ) 有 界 实数 列 必 有 收敛 子 数列 . 
例如 ,数列 
z C 19 
是 一 个 有 界 数列 :| (一 1)"| <1, 它 本 身 并 不 收敛 ,但 它 有 两 个 收敛 子 数列 
{zm) :l,l lye 
人 


有 界 实数 列 的 这 一 特性 , 称 为 列 紧 性 . 
6. 有 限 材 盖 定理 


定义 1.4.4 开 区 间 族 {(a; ,6 ) :AE 了 刀 称 为 闭 区 间 [a, 所 的 一 个 开 材 盖 , 若 
U (a,,b,) D [a,b]. 


O 柯 西 (1789 一 1857 年 ), 法 国 数学 家 ,现代 分 析 学 的 莫 基 人 之 一 . 
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车 3 久 ,hs，…,XrET, 使 得 
Ù G, rbu) D [ab], 
则 称 (ou sba, ) Caa b.) (a, ,及 DHE Caa bD AE 也 的 一 个 有 限 子 覆盖 . 
定理 1. 4.6( 有 限 覆盖 定理 ) 闭 区 间 的 任 一 开 覆 盖 必 有 有 限 子 覆 盖 ， 
注 将 条 件 中 的 闭 区 间 改 为 开 区 间 ,结论 不 成 立 . 例如 ,由 于 


ab =Ü (< 十 到 6 一 站)， 


故 开 区 间 列 | (a 十 去,p 一 二 外 是 ab 的 一 个 开 歼 盖 , 但 却 没有 有 限 子 覆盖 


以 上 我 们 介绍 了 实数 系 的 8 大 基本 定理 中 的 6 个 ,它们 在 实数 范围 内 是 等 价 
的 ,可 以 相互 推导 . 


习 题 1.4 


l. 设 {z} ,fy } 为 实数 列 , 证 明 : 
sup z, + ya} <sup(z,) +sup(y,), 
inf{ z, + yn) Zinf(z,) + inf(y,), 
并 举例 说 明 等 号 不 一 定 成 立 . 
2. 设 {z,) 单 调 增加 且 有 上 界 ,证明 
limz, =sup{z,)}. 
3. 设 o 是 的 精确 到 10“ 的 不 足 近似 值 ， 
ai 一 3.1， az 一 3.14， as 一 3. 141， + 
证 明 :{a,) 是 Cauchy 列 . 
4. 设 f(z) 是 闭 区 间 [a, 刀 上 的 连续 函数 ,证 明 : /(z) 在 [a,b] 上 有 界 . 


1.5 一 致 连续 与 一 致 收敛 
1. 函数 的 一 致 连续 性 


在 高 等 数学 中 ,我 们 说 函数 了 在 区 间 已 上 连续 ,是 说 F(z) 在 巨 上 任 一 点 zo 
处 连续 ,用 eó 语言 来 讲 , 就 是 YzoE 下 ,对 Ye>0, J3=8 le, xo) 2>0, ff 48 X$ 
YXEE, 只 要 |zx 一 zo1<6, 就 有 

| Frz) 一 Fr)| < e. (1.5.1) 

因此 ,函数 的 连续 性 概念 是 一 个 局 部 概念 ,描述 的 是 了 在 下 上 各 点 的 局 部 性 态 , 找 
到 的 6 不 仅 与 AKES E PHA r 有 关 . 

因此 ,我 们 需要 引入 更 强 的 连续 性 概念 一 一 函数 的 一 致 连续 性 概念 . 

定义 1.5.1 设 函 数 SEARE 上 有 定义 ,车 Ve 汪 0, 36 一 9(e) 二 0, 使 得 对 
Yr, EE, 只 要 |x 一 x |<6, 就 有 


1.5 一 致 连续 与 一 致 收敛 “17。 


|F fa) | <e, 
则 称 f EE 上 一 致 连续 . 
显然 ,一 致 连续 的 函数 一 定 是 连续 函数 . 为 了 突出 一 般 性 ,我 们 在 定义 中 将 
(1. 5. 1) 中 的 点 zo 换 成 了 更 为 一 般 的 记号 z. 
当 f 在 E 上 一 致 连续 时 ,找到 的 68 仅 与 有 关 , 而 与 中 的 点 无 关 , 故 函数 的 
一 致 连续 性 概念 是 一 个 整体 概念 ,描述 的 是 了 在 已 上 的 整体 性 态 . 现在 的 问题 是 ， 
这 样 的 8 是 否 存 在 ? 下面 我 们 来 看 一 个 例题 . 


例 1.5.1 函数 一 二 在 区 间 (0,1) 上 连续 但 不 一 致 连续 . 
证 YzoE(0,1), 对 Ye>0( 不 妨 设 s<1), 有 


1 Zo 
| rs <<= 
ezê 
l+er, 
取 
ó = min } = ez >0 
i 1 十 ero ° 
则 当 |z 一 zo1<8 时 ,有 
Tol 
| 去 | <= (1.5.2) 


故 y= 二 在 (0,1) 上 连续 . 
由 于 在 zo 处 我 们 已 经 把 So sa 而 


Jim 16= m 


m 7 =N 


故 不 存在 与 zo 无 关 的 9>0 使 得 式 (1. 5.2) 对 所 有 的 |z 一 zo | <ó 都 成 立 , 故 函数 
不 一 致 连续 . 

由 上 例 知 , 开 区 间 上 的 连续 函数 不 一 定 一 致 连续 ,那么 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 
是 否 一 致 连续 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 

定理 1. 5. 1( 一 致 连续 定理 ) 设 函 数 f 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 f 在 [a,5] 
上 一 致 连续 . 

证 Ve>0, Vz €[a,b], h f fE zo 处 的 连续 性 , 知 368(zo) 之 0, 只 要 
|z 一 zo1<6(zo), 就 有 


1 一 f(x)1 < $. 
ÀE ao BDB[a,5],M] 
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[(2 -22,2 +2), E [a,8]| 
就 是 La,b] 的 一 个 开 覆 盖 , H Ar RAAE, y HI TW @ 
[tz -Wn +0), = 1,2,-=-,n]. 


M= min |Ë] , 则 VYzvze [a,b], lza 1<8,3k,1<h<n, 使 得 


XE (a 一 2 1 +), 
再 由 |z 一 z| 一 0, 得 


|[z—x| < |z—z|+|z'—x,| <ë+ 


D An), 


从 而 有 zyz'E (zx 一 SCzt)yzt 十 SCzt)), 此 时 必 有 
|f) — f| <| f(a) — fax) | + | fGax) — fr) | 


上 十 三 一 
<z t3 ° 


故 f 在 [a,6] 上 一 致 连续 .证 毕 . 

对 闭 区 间 上 的 连续 函数 ,我 们 在 高 等 数学 中 已 经 学 习 了 有 界 性 定理 、 最 值 定 
理 \ 零 点 定理 和 介 值 定理 ,加 上 现在 的 一 致 连续 定理 ,使 我 们 对 闭 区 间 上 的 连续 函 
数 的 性 质 有 了 更 进一步 的 了 解 . 


2. 函数 列 的 一 致 收敛 性 


在 讨论 函数 列 的 极限 时 ,我 们 发 现 即使 是 连续 函数 列 ,也 不 能 保证 它 的 极限 函 
数 是 连续 的 , 例如 ,对 [0,1] 上 的 连续 函数 列 f/, 二 zx”, 其 极 限 函 数 
š 0, 0<<x<1, 
f = limf, = (1.5.3) 
meas l, z=1 
在 [0,1] 上 有 间断 点 z 一 1 从 而 不 连续 . 因此 ,我 们 有 必要 引入 更 强 的 收 伍 性 概 
念 一 一 函数 列 的 一 致 连续 性 概念 ,以 保证 极限 函数 的 连续 性 . 
和 函数 的 连续 性 一 样 , 函 数列 的 收敛 性 也 是 一 个 局 部 概念 . 我 们 说 { 广 } 在 区 间 
EE 上 收敛 到 太 , 指 的 是 给 定 z€ E, f.(z=)— f(z)(n—co), H eó 语言 来 讲 ,就 是 
VYzEE, 对 Ye>0, 了 3N=NGe,z)EN, 只 要 mr>N, 就 有 
|f.G) — fG) | < e. 
因此 ,将 描述 局 部 性 态 的 N(e,z) 换 为 描述 整体 性 态 的 N(s) ,就 得 到 一 臻 收敛 的 
概念 . 
定义 1.5.2 设 函 数列 {f,} 在 点 集 E 上 有 定义 ,f 是 它 的 极限 函数 . 若 V > 


1.5 一 致 连续 与 一 致 收敛 ，19。 


0, 3N=NC)EN, 使 得 对 VzEE, 只 要 nx>>N, 就 有 

1 六 (z) 一 fcz| <, 

则 称 {) 在 EE 上 一 致 收敛 于 f, 记 作 f. = f Coo). 
例 1.5.2 fara" 在 [0,1j 上 不 一 致 收敛 到 f,f 见 式 (1.5. 3). 


证 对 于 e= 二 >0 及 YNEN, 取 


1\mh 
z= (2) 
K n=N+1>N,J# 
ADSD] = fma] =F >e, 


故 f,==" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 到 f. 

注 本 例证 明 的 关键 ,在 于 掌握 说 反 话 的 技巧 . 其 要 点 ,在 于 将 VAA”, 
将 “村 ? 改 为 "VY” 将 “一 " 改 为 “之 ”, 将 “> ” 改 为 “<”, 依 此 类 推 . 

对 照 定 义 1. 5. 2, 就 可 以 得 到 { 户 } 在 已 上 不 一 致 收敛 于 了 的 定义 , 即 : 若 3e> 
0, 对 YNEN, XEE, 3n>NN, 使 得 

|f.G) — fG) | >e, 

则 {了} 在 EE 上 不 一 致 收敛 于 f. 

一 致 收敛 的 函数 列 具有 下 列 性 质 : 

定理 1.5.2 设 {f,} 是 下 上 的 连续 函数 列 , 且 在 玉 上 一 致 收敛 于 函数 了, 则 f 
在 已 上 连续 

证 Ve>0,H f,= f FE, MINEN, (EYEE, RE n>N, RA 


| fa (2) — fG) | < s: 
V zx € E, Hi fw 在 zo 处 连续 , 知 36>>0, 使 当 |z 一 zo。|<8 时 ,有 
| fnn G) — fun Gao) | < 


此 时 ,由 
| fG:) — flao) | <| fG) — fua G) | + | fn Ga) — fun Gaa) | 


+ | fnn Go) 一 f(zo)| <+ + +$ == 


知 了 在 ze 处 连续 ,再 由 z 的 任意 性 , 知 f fE E 上 连续 . Ew. 

注 车 E=[a,6j, 则 由 定理 1.5.1, 得 f 在 E 上 一 致 连续 . 

定理 1.5.3 设 {f"} 是 [a,5] 上 的 连续 函数 列 ,上 且 在 [a,5b] 上 一 致 收敛 于 f, 则 
了 在 [a,6] 上 可 积 , 且 


lim [' rcodz= |’ fde. (1.5.4) 
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证 由 定理 1.5.2, 知 f 在 [a,5]J 上 连续 , 故 在 [a,b] 上 可 积 . 
再 由 一 致 收敛 的 定义 , 知 Ye>0, 3 NEN, 使 得 对 YrE lab], RE n>N, 
就 有 


|.G3 — fe) | <y5— 
从 而 有 
| odr- reoaz| <| ro 一 rel 
<f pite 


故 由 定义 , 式 (1. 5. 4) 成 立 . 证 毕 . 

注意 到 式 (1. 5.4) 可 以 改写 为 

lim Gaz = | iPodr， 

故 定理 1. 5. 3 的 意义 在 于 极限 号 可 以 与 积分 号 交换 次 序 . 

最 后 ,再 介绍 一 条 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ; 

定理 1. 5.4(WeierstrassQ 多 项 式 通 近 定理 ) ” 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 都 
可 以 表 为 某 一 多 项 式 列 的 一 致 收敛 极限 . ` 

习题 1.5 


1. 设 的 导 函 数 f 在 (一 co,co) 上 有 界 , 证 明 :在 (一 co,co) 上 一 致 连续 
2. 证 明 ; 函 数 
fay = SZ 
= 
在 (0,2x) 上 一 致 连续 . 
3, 证 明 : 函 数列 {nz”') 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


4 证明, 函数 列 { [十 世 二 } 在 [0,1] 上 一 致 收 修 , 并 求 


imf pppd 
L6 点 集 与 测度 


1. 点 集 
实数 集 R 对 应 于 实 轴 上 的 点 , 下面 就 来 讨论 R 中 点 集 的 内 部 结构 . 


O 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897 年 ), 德 国 数学 家 , 复 变 函 数论 的 莫 基 人 之 一 . 
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(1) 内 点 与 聚 点 


定义 1.6.1 设 ECR,z € R. # 36>0,41818 z 的 6 邻 域 
(zo 一 0,zo 十 DCE， 
则 称 zo 为 互 的 内 点 ; 若 YV6>0, 总 有 
(zo — 8s xo +8) N (EN t DED, 

则 称 zo X E HRA. 

EE 的 内 点 一 定 属 于 EE, 但 玉 的 诊 点 可 以 属于 EE, 也 可 以 不 属于 E. 对 实数 集 而 
言 , 内 点 一 定 是 聚 点 . 

注 若 z 为 下 的 聚 点 , 则 YnEN, 3zsEEN\{zo}, 使 得 

=, € (mm 一 二 ,am + 二)， 

从 而 有 zzo, 故 zo 为 下 中 的 一 串 异 于 ze 的 点 列 的 极限 ,反之 亦 然 , 故 聚 点 也 称 
为 极限 点 . 

(2) 开 集 与 闭 集 


定义 1.6.2 若 点 集 正 中 所 有 的 点 都 是 天 的 内 点 , 则 称 E IFM EAR E 
中 包含 了 它 所 有 的 聚 点 , 则 称 EKAR. 
开 区 间 和 闭 区 间 就 是 最 典型 的 开 集 和 闭 集 . 


例 1.6.1 数列 4 一 全 | 不 是 闭 集 . 


证 由 于 A 有 极限 点 0, 而 0 不 在 A 内 , 故 A 不 是 闭 集 . 
开 集 与 闭 集 之 间 的 关系 是 : 
定理 1.6.1 开 集 的 余 集 为 闭 集 , 闭 集 的 余 集 为 开 集 . 


(3) 直线 上 的 开 集 的 构造 


定理 1.6.2 2 FE E R 中 的 有 界 点 集 , 则 
1° E EFRSE 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 ; 
2° 正 是 闭 集 全 E 为 某 个 闭 区 间 与 该 区 间 内 某 个 开 集 的 差 . 


2. 测度 
为 了 把 区 间 长 度 的 概念 推广 到 更 一 般 的 点 集 上 ,我 们 引入 测度 的 概念 . 
(1) 外 测度 与 内 测度 
对 于 直线 上 的 区 间 , 无 论 是 开 、 闭 还 是 半 开 半 闭 ,直接 定义 其 测度 为 
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m((a,b)) = m((a,b]) = m([a,b)) = m([a,b]) = b—a. 
对 于 R 中 的 有 界 点 集 已 ,我 们 很 自然 地 想到 用 尽 可 能 少 的 开 区 间 将 下 覆盖 ， 
然后 用 这 些 开 区 间 的 长 度 之 和 来 逼近 E 的 “长 度 ”. 这 就 导致 了 外 测度 的 定义 . 
定义 1.6.3 设 瑟 为 区 间 (a,b) 内 的 有 界 点 集 , 则 把 覆盖 互 的 任 一 组 开 区 间 的 
长 度 之 和 的 下 确 界 称 为 下 的 外 测度 , 记 作 m° CE) , 即 
m* (E) = inf {9) G, —a,): U (asb) DE). 


那么 ,外 测度 是 否 可 以 看 作 已 的“ 长度" 呢 ? 不 可 以 ,因为 它 仅仅 是 用 由 外 往 
里 挤 的 方式 来 通 近 的 结果 ,如 果 从 里 往外 顶 也 能 得 到 同样 的 结果 ,我 们 就 可 以 
认为 它 确实 代表 了 的“ 长度”. 这 就 导致 了 内 测度 的 定义 . 

定义 1.6.4 设 EE 为 区 间 (a,6b) 内 的 有 界 点 集 , 则 称 

b—a—m'` ((a,b)\E) 

H E WRM m. CE). 

有 了 有 界 点 集 的 外 测度 与 内 测度 的 概念 ,我 们 就 可 以 来 定义 可 测 集 以 及 可 测 
集 的 测度 的 概念 了 . 


(2) TAR 


定义 1.6.5 AFAR ERHIAN, E 
m“ (E)=m. (E), 
HRH E WWE, HE mE). 
定义 1.6.6 无 界 点 集 已 称 为 可 测 的 , 若 Va>0, 瑟 门 (一 aa) 可 测 , 并 定义 其 
测度 


m(E) = limm(E N (一 aya)). 
无 界 点 集 的 测度 可 以 是 有 限 数 ( 称 为 有 限 可 测 集 ) ,也 可 以 是 十 oo. 


 —— = 以 下 集合 均 为 可 测 集 : 

| 1° RR 中 的 开 集 、 闭 集 ; 
—s m ,一 | 2° 可 数 个 可 测 集 的 并 集 、 交 集 ; 

l 3° 两 个 可 测 集 的 差 集 ; 
= — - n2 4° 可 测 集 的 余 集 . 
ee C ma 下 面 我 们 来 看 一 个 有 趣 的 例子 

| 例 1.6.2 (Cantor $) 如 图 1-1 所 示 , 先 
将 [0,1] 区 间 三 等 分 ,去 掉 居 中 的 开 区 间 

iż 
V G= (73) 


图 1 Cantor 集 的 构造 过 程 ”其 长 度 为 二 ,再 将 余下 的 两 个 区 间 三 等 分 ,去 挤 
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居中 的 两 个 开 区 间 


其 长 度 为 总 ,如 此 下 去 ,余下 的 点 集 


P=[01NUG 

称 为 Cantor $. 

Cantor 集 具有 以 下 性 质 ， 

1° 是 非 空 的 有 界 闭 集 . 

证 由 于 所 有 去 掉 的 小 区 间 的 端点 均 属于 P, 故 P 非 空 ; 

由 于 P 是 由 闭 区 间 [0,1] 去 掉 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 而 成 , 故 由 定理 
1.6.2, 知 己 闭 . 

2° 尸 的 测度 为 0. 

证 由 于 去 掉 的 小 区 间 的 测度 之 和 为 


而 区 间 [0,1] 的 长 度 也 为 1, 故 m(P)=0. 
3° P HEROA c. 
证 ”用 三 进 制 来 表示 [0,1] 内 的 小 数 , 则 YzE[0,1], 有 


工 一 > % = 0. nare. 
k= 


在 三 进 制 下 ,去 掉 的 开 区 间 可 表 为 

G =(4,4) = C0.1,0.2)， 

G, =(3,2) U ($$) = @.o1,0.02) U @.21,0.22),-=, 
故 己 外 的 点 的 三 进 制 小 数 中 必 有 一 位 是 1. 记 

下 一 {z 一 0. zizsez e z =0 BR 2,k=1,2,---), 
则 有 
ECPC[o,1]. 

又 玉 中 点 z 与 二 进 制 小 数 
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一 一 对 应 , 故 |E| =c, 青 由 |[0,1j|==c, 得 
IP| =c. 
Cantor 集 的 奇妙 之 处 在 于 , 它 与 整个 实数 集 对 等 ,但 “长 度 ” 却 为 01 


3. 零 测 集 与 几乎 处 处 


像 Cantor 集 这 样 的 测度 为 0 的 点 集 ,我 们 称 之 为 零 测 集 . 
例 1.6.3 可 数 集 是 零 测 集 . 
证 BATAIR AS (zz ze) MY >00 A 


Ac Ü (agents), 


而 这 些 开 区 间 的 长 度 之 和 为 


其 下 确 界 为 0, 故 A 是 零 测 集 . 

零 测 集 具有 下 列 性 质 : 

定理 1.6.3 零 测 集 的 子 集 仍 是 零 测 集 . 

定理 1.6.4 有 限 个 或 可 数 个 零 测 集 之 并 仍 是 零 测 集 . 

与 微 积分 学 不 同 ,在 实 分 析 中 往往 不 要 求 所 讨论 的 某 个 性 质 在 某 个 点 集 上 处 
处 成 立 ,而 只 要 求 其 不 成 立 的 点 所 构成 的 集合 是 个 零 测 集 ,并 把 这 种 仅 在 一 个 零 测 
集 上 不 成 立 的 性 质 , 称 为 几乎 处 处 (almost everywhere) 成 立 , 记 作 a. e. 

例如 ,如 果 两 个 函数 f, z 除了 在 一 个 零 测 集 上 不 相等 外 处 处 相等 , 则 称 f 与 g 
几乎 处 处 相等 , 记 作 

f=g, ae 

可 以 证 明 , 函 数 的 几乎 处 处 相等 是 一 种 等 价 关系 . 

再 如 ,如 果 一 个 函数 的 间断 点 集 是 一 个 零 测 集 , 则 称 这 个 函数 几乎 处 处 连续 . 
由 习题 1. 3 中 第 2 题 , 知 单调 函数 几乎 处 处 连续 . 

例 1.6.4 Dirichlet 函数 


l, 工 为 有 理 数 ， 
DG) 一 0， > 为 无 理 数 
在 R 上 几乎 处 处 等 于 0. 
证 由 于 
(rz:D(z)#0) =Q 


O 秋 利 克 雷 (1805 一 1859 年 ), 德 国 数学 家 ,解析 数论 的 创始 人 . 
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是 个 零 测 集 , 故 D=0,a. e. 
4. 可 测 函 数 


在 高 等 数学 中 ,我 们 主要 研究 的 是 连续 函数 ,而 在 实 分 析 中 ,我 们 研究 的 是 更 
为 一 般 的 可 测 函 数 . 

定义 1.6.7 设 f 是 可 测 集 E 上 的 广义 实 值 函数 ( 它 的 值 可 以 取 oo), 若 
Va€R, 

{f<a}={zx:f(z)<a} 

为 可 测 集 , 则 称 f 为 E 上 的 可 测 函 数 . 

注 定义 中 的 {f<a} 可 以 换 为 

{f>a}, (f<a), (f2a) 

中 的 任 一 个 . 

可 以 证 明 ,可 测 集 上 的 连续 函数 都 是 可 测 函数 . 

例 1.6.5 Dirichlet 函数 是 可 测 函 数 . 


证 YaER, 因 为 
R, al, 
(z;DGz) <a) -so 0<a<]1, 
Ø, a<l 


均 为 可 测 集 , 故 D 为 可 测 函数 . 
可 测 函数 具有 下 列 性 质 : 
1 可 测 函 数 的 和 、 差 . 积 \ 商 (只 要 a. e. 有 意义 ) 仍 是 可 测 函 数 ; 
2° 可 测 函 数列 的 极限 (只 要 存在 ) 仍 是 可 测 函 数 . 


习题 1.6 


1. 证 明 :有 限 个 开 集 的 交集 一 定 是 开 集 , 并 举例 说 明 无 限 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 . 
2. u f EE 上 连续 ， 
g=f, ae FE, 
8 是 否 在 EE 上 几乎 处 处 连续 ? 为 什么 ? 
3. 证 明 :RiemanngQ 函数 


有 {s z=4 q> 0p HERNED, 


0, ” 工 为 无 理 数 
在 (一 oo,co) 上 几乎 处 处 连续 . 
4. 设 f 在 (a,b) 上 可 导 , 证 明 在 (a,5) 上 可 测 . 


O 效 昌 (1826 一 1866 年 ) ,德国 数学 家 , 复 变 函数 论 的 创始 人 之 一 . 
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1.7 Lebesgue 积分 


1. Riemann 积分 


我 们 在 高 等 数学 所 学 习 的 定 积分 ,是 由 Riemann + 1854 年 创立 的 ,通称 为 
Riemann 积分 . Riemann 的 贡献 ,是 成 功 地 将 由 Dirichlet, Cauchy 所 创建 的 只 适用 
于 连续 函数 的 积分 概念 推广 到 有 界 函 数 ,但 其 缺点 ,依然 是 过 分 地 依赖 连续 性 . 后 
面 我 们 会 看 到 ,Riemann 可 积 的 函数 ,都 是 几乎 处 处 连续 的 函数 . 因此 , 实 分 析 的 一 
个 中 心 工 作 , 就 是 建立 一 种 新 的 积分 理论 一 一 LebesgueQ 积分 理论 . 

为 了 和 Lebesgue 积分 进行 比较 ,我 们 先 回顾 一 下 由 Darboux@ 改进 过 的 基于 
大 小 和 的 Riemann 积分 的 定义 . 


(1) Riemann 积分 的 定义 
定义 1.7.1 设 f 在 [a,b] 上 有 和 界 ,对 [a,b] 作 分 割 
AaFK LKE, =b. 
记 
E,=[a,ziJ, 及 一 (ziyzi] (&=2,-:,n), 
WEa,b]= Ù E. $ 
M, = sup(f(z):z € E,), m, = inf( f(z):z € E,), 

作 Darboux 大 和 与 Darboux 小 和 


S, => MiArk， 


s as, 
其 中 Az, Sra. £ 
inf(S,) = sup{sa} = I, (1.7.1) 
则 称 f 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 (简称 尺 可 积 ), 记 作 f€ R([a,b]); 1 28 f 在 [a,5] 
上 的 Riemann 积分 , 记 作 
q | raya. 


O 勒 贝 格 (1875 一 1941 年 ), 法 国 数学 家 , 实 变 函 数论 的 莫 基 人 - 
@ 达 布 (1842 一 1917 年 ), 法 国 数学 家 . 
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(2) Riemann 积分 的 缺点 


1 大 量 的 有 界 函 数 不 可 积 . 
例 1.7.1 Dirichlet 函数 
1， 工 为 有 理 数 ， 
D= o, 之 为 无 理 数 
Ela, b] ERE R 可 积 的 . 
证 对 [a,5b] 的 任意 分 割 A,D 在 每 个 小 区 间 上 的 最 大 值 为 1, 最 小 值 为 0, 故 
其 Darboux 大 和 


Sa =b—a, 
Darboux 小 和 
sa = 0, 
RA. 7. DREL $ D #E[a,b] IE R IR. 
实际 上 ,在 [a,5] 上 
D=0, a.e. 


由 几何 直观 ,其 在 [a,b] 上 与 x 轴 所 围 面积 应 为 0, 而 在 Riemann 意义 下 却 不 可 积 ， 
这 是 Riemann 积分 的 一 大 硬 伤 . 究 其 原因 ,在 于 Dirichlet 函数 是 一 个 处 处 不 连续 
的 函数 ,这 与 Riemann 可 积 的 条 件 是 冲突 的 . 

定理 1.7.1 设 f 为 [a,b] 上 的 有 界 函 数 , 则 f 为 R s| #Re> f fE[a ,b]J E JU: 
处 处 连续 . 

2° 积分 与 极限 交换 次 序 要 在 很 强 的 条 件 下 才能 做 到 . 

由 定理 1. 5. 3, 在 {f,) 是 [a,5] 上 的 一 致 收敛 的 连续 函数 列 的 情况 下 , 才 有 

lime [° f dr = R | imf,Godz, 

这 是 一 个 很 苛刻 的 条 件 . 

面 对 Riemann 积分 的 诸多 缺陷 , 1902 年 ,一 位 27 岁 的 法 国 中 学 数学 教师 
Lebesgue 从 点 集 的 测度 入 手 ,完成 了 对 Riemann 积分 的 改造 ,从 而 引发 了 一 场 积 
分 学 上 的 革命 . 


2. Lebesgue 积分 的 定义 
(1) 有 限 可 测 集 上 的 有 界 可 测 函 数 的 Lebesgue 积分 


定义 1.7.2 设 f 是 有 限 可 测 集 E 上 的 有 和 界 可 测 函 数 , 其 值 域 属于 [a,B8]. 对 
La p WERI 
A:a = yo < y, < --- < y, = B, 
记 
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E, = (a< f<y), 
E, = (ya <fK y) (k=2,-",n), 


MJ E = ÜE. 作 Lebesgue 大 和 与 Lebesgue 小 和 


L =5) ym(E:), s. =) y=im(E,), 
= 


车 
inf(S,) 一 sup{sr} = I, 

则 称 f EE 上 Lebesgue 可 积 (简称 二 可 积 ), 记 作 f€ L( E); I 8 f 在 E 上 的 
Lebesgue 积分 , 记 作 | fdz. 

注 ”在 泛 函 分 析 中 ,所 有 积分 指 的 都 是 Lebesgue 积 分 . 当下 = [a,6] 时 ,可 将 
了 的 Lebesgue 积分 记 为 | /(z)dz, 而 将 它 的 Riemann 积分 记 作 (R) | 7(z)dz 以 
示 区 别 . 

从 形式 上 看 ,Riemann 积分 分 割 的 是 定义 域 , Lebesgue 积分 分 割 的 是 值 域 ,但 
最 终 还 是 分 割 了 定义 域 ,只 是 分 割 出 来 的 是 巨 的 一 些 可 测 子 集 {E,}( 由 f 可 测 , 知 
E, 为 可 测 集 ) ,而 不 仅仅 是 一 些小 区 间 . 

正 因为 Lebesgue 积分 对 的 分 割 更 精致 ,避免 了 Rieman 积分 大 小 和 有 时 
不 能 趋同 的 毛病 ,使 得 许多 不 R 可 积 的 函数 工 可 积 ,扩大 了 可 积 函 数 类 . 

例 1.7.2 Dirichlet 函数 在 任 一 有 界 可 测 集 E EJE L 可 积 的 . 

证 DC[0,1], 则 对 [0,1] 的 任 一 分 割 A:0 一 <…<y-:<1, 得 三 的 一 个 
分 割 

E, ={0 < D< y) = ENQ, 
E, =(y < D< x) = Ø, 
En 一 (yo < D< ym) = Ø, 
E, = (ya < D< 1) = E n Q, 
其 Lebesgue 大 和 
Si = yı X m(E,) + 1X m(E,) = yim(E), 
故 
inf(S.) = 0. 

同 理 可 得 sup{sr} 一 0. JAA Df E EL 可 积 , 且 


[| pcd =o. 
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(2) 非 负 无 界 可 测 函 教 的 Lebesgue 积分 


设 f 为 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
@ 车 m(E)<co, 令 
f.G:) = min{ f(z),n}, 
则 { 户 } 为 非 负 递增 的 有 界 函 数列 , 且 
f. — f. 


车 VnE N,| .六 Cndr 存在 , 则 人 | fade 为 一 单 增 数 列 , 故 定义 
ff war = im | reodr 
© # mE) = co, A3 VA C E,m(A) < co,| f(z)dz 都 存在 , 则 定义 
fi de= limf, _ aa. 
Eos 
| rcodz<=， 
# fELCE); 若 
| reo = =, 
则 称 f 在 E 上 的 积分 存在 ,但 记 f€ L(E). 
(3) 一 般 可 测 通 数 的 Lebesgue 积分 
对 一 般 可 测 函 数 f, 记 f 的 正 部 为 


_ ff. #f>0, 
r-i #f<0, 
了 的 负 部 为 
_ f, #f<0, 
r-i #f>0, 
则 有 


Fs 
者 | r CDdz,| F cn?dz 至 少 有 一 个 是 有 限 的 , 则 定义 


[ rear= | r Bar| (x)dz. 
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3. Lebesgue 积分 的 性 质 


(1) 与 可 测 的 关系 


定理 1.7.2 设 f 是 有 限 可 测 集 E 上 的 有 界 函 数 , 则 f EE E L 可 积 全 了 在 
E 上 可 测 . 


(2) 与 Riemann 积分 的 关系 


定理 1.7.3 设 f 是 [a,b] 上 的 有 界 函 数 , 则 f Ela b]E RIR f 在 [a,6] 
上 工 可 积 , 且 积 分 值 相同 . 

因此 ,计算 Riemann 可 积 函数 的 Lebesgue 积分 ,也 就 是 计算 它 的 Riemann 积 
分 , 故 Lebesgue 积分 的 重要 性 在 理论 上 ,而 不 是 在 计算 上 . 


(3) 绝对 可 积 性 


定理 1.7.4 设 f 在 E 上 可 测 , 则 
feEL(E) © |/fle€e LO), 


If, fayaz| <| eoldz 
作为 定理 1.7.4 的 一 个 推论 , 若 记 
LE) = (fif EE ETW, |, |f) |saz < =°) 


为 p LATRANS, WA 
L' (E) = L(E). 


(4) 唯一 性 定理 
定理 1.7.5 设 f 在 E 上 可 测 , 则 

epldz=。 © fG)=0, ae FE. 
(5) Levi 单调 收效 定理 


定理 1.7.6 设 { 户 } 是 已 上 a.e. 非 负 递增 的 可 测 函 数列 , 且 
limf,(z) = fG), a. e. FE, 


则 SEE 上 a.e. 非 负 可 测 , 且 


O 38: 1875—1961 年 ), 意 大 利 数学 家 . 
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lim | fade = |, reodr (1.7.2) 


注 ”Riemann 积分 无 此 性 质 . 
例 1.7.3 设 [0,1] 中 的 有 理 数 集 为 


QQ 一 (mr 
EQS {rrera} 
1, TEQ. 
te) = 4 z € [o,1)|Q,, 
则 { 亡 } 非 负 递 增 且 六 ER([0,1]) ,但 
1，zEcaQ， 


>fe k: zE [0,1)NQ, 
这 是 一 Dirichlet 函数 , 故 ERCO, 1D, RA. 7. 2) 不 成 立 . 


(6) Lebesgue 控制 收 仇 定理 


定理 1.7.7 设 ( 访 } 是 已 上 的 可 测 函 数列 , 若 习 FEL(E), 使 得 
lfal SKF, ae, n=1,2,, 
E f> fra. e. F E,W f€ L(E), R. 


lim |, fade = | rcodr 


最 后 两 个 定理 表明 ,在 Lebesgue 积分 下 ,极限 号 与 积分 号 交换 次 序 的 条 件 要 
简单 得 多 : 

1° 对 非 负 递 增 的 可 测 的 收敛 函数 列 , 可 以 直接 交换 次 序 ; 

2° 对 于 一 般 的 可 测 收敛 函数 列 , 只 要 对 { 户 } 找 到 一 个 工 瑟 可 积 的 控制 函数 下 即 
可 交换 次 序 . 

下 面 ,来 看 Lebesgue 控制 收敛 定理 的 一 个 应 用 


1 
例 1.7.4 求 im | raz. 


解 因为 
l+ rr > 2nr, 
故 有 
nz | <l 
l<} 
me LCo,1D ë 
. f! na 1 
im f ppt , lim TF f; odz = 0. 
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习题 17 


1. ië fEL(E), 且 对 所 及 上 的 有 界 可 测 函 数 g ,都 有 
[f(De Ddr=0, 
TEB, Gr) =0,a, e. F E. 
2. 设 { 广 } 是 下 上 单调 的 可 测 函数 列 , 户 EL(E), 且 lim 太 存在 .证 明 : 
加 | fdr = f, limfa adz. 
3. 设 f€ L([0,1]J), f>0,a. e. ,证 明 : 
lim f’ /t(Ddr=1. 


4. 求 极限 
limf ean 


1.8 几 个 重要 的 不 等 式 


1. Young 不 等 式 

定理 1.8.1(YoungQ RER) 设 

33 L 
p>, tgah ab>o, 
则 有 
+< +Ë. (1.8.1) 
P q 

证 平面 曲线 ?一 z* tj z=a É z 轴 所 围 成 

的 曲 边 梯形 的 面积 为 
fema, 
x b 

与 y=b K y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 为 


j: ydy = 和， 
°: ” ”两 者 之 和 应 不 小 于 由 z—=a,y=b 与 坐标 轴 所 围 成 
图 1-2 Young 不 等 式 的 长 方形 的 面积 ( 见 图 1-2) , 故 


PELA 
# g 


D 杨 (1863 一 1942 年 ), 英 国 数学 家 . 
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证 毕 . 

2. Hilder 不 等 式 

定理 1. 8. 2( 级 数 形式 的 H6lder? RER) 设 
1; 去 十 二 一 1 zx € C, 

式 中 ,C 为 复数 域 , 则 有 
OO (1.8.2) 
£ =: ~ 

且 当 右边 的 两 个 级 数 收敛 时 ,左边 的 级 数 收 伍 ， 

证 令 
a= lal — as yl =， (1.8.3) 
(> EAH È EAME 
则 有 
Sat = Da = 
k=l k=l 
由 Young 不 等 式 , 得 
ab Ayt 
<$ +i, 
Sabl +l=i, (1.8.4) 
各 S 
再 将 式 (1. 8. 3) 代 入 式 (1. 8. 4) , 即 得 
Ñ lal ial 
a 


ly 
(> lale)’ È 19) 


2 lal TEA 
当 右 边 的 两 个 级 数 收敛 时 , 令 n->oo, 得 式 (1. 8. 2). 证 毕 . 
定理 1. 8. 3( 积 分 形式 的 Holder 不 等 式 ) 设 
2 1 


p>1, pig e z€ LE), y€ LE), 


则 z=y€ L( E), H 


O #AC88C1859—1937 年 ), 德 国 数学 家 . 
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[zase a< (zol di yola). a85 


3. Minkowski 不 等 式 
定理 1. 8. 4( 级 数 形式 的 MinkowskiD RER) Ë p21,z,,y € C, WA 


Š latal’)? < Š EAG +Š |x], (1.8.6) 


且 当 右边 的 两 个 级 数 让 敏 时 ， 左边 的 级 数 收 全 
证 当 p=1 时 ,结论 显然 成 立 . 
当 p>1, H Holder 不 等 式 , 有 


D latal <> latal |z, +>x| 
= = 
<> latal Jal +> ltl |yl 
k=l k=l 
a ù 和 1 
<> la th) È |z,|)” 
+(D Jar + ya | 0) È Iyl? ) 


k=1 


-È lart yl’ VIS lazil? Y+ (2 EA y } 
FAAR |z +y) B 


(È latal < (È lald +È lal, 
则 当 右 边 的 两 个 级 数 收敛 时 , 令 n->oo, 得 式 (1. 8. 6). 证 毕 . 
定理 1.8.5 (积分 形式 的 Minkowski 不 等 式 ) 设 
b2>1, zx,y € L’(E), 
则 z 十 yELz(E), 且 


(f, leo +y) < (f, zw ha) +f, yola). 
(1.8.7) 
习题 18 


1. 设 r yEC ER: 


O 闵可夫 斯 基 (1864 一 1909 年 ), 德 国 数学 家 . 
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lz+yl | lvi 


1 十 |z 十 y| “1+ 


2. Bt aisan EC HER: 


3. 证 明 ， 


4. 设 zxEC([0,1]), 证 明 ， 


(È lal <a) lal’. 
L (Ca, b) C L([a,b]). 


f Paf’ ed>1. 


zl i+ ly] 
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距离 空间 是 n 维 Euclid 空间 R" 的 推广 , 它 把 Euclid 空间 中 两 点 间 的 距离 这 
一 概念 中 最 本 质 的 东西 概括 出 来 ,从 而 在 一 般 集 合 上 建立 起 抽象 的 距离 空间 理论 . 
距离 空间 在 泛 函 分 析 中 的 作用 十 分 重要 , 它 为 更 为 复杂 空间 中 一 些 类 似 问题 的 统 
一 处 理 提供 了 基础 . 本 章 主要 介绍 距离 空间 的 概念 .性 质 及 其 极限 理论 ,通过 本 章 
的 学 习 , 可 以 了 解 泛 函 分 析 描 述 问 题 的 基本 语言 和 处 理 问题 的 基本 手段 . 


2.1 距离 空间 的 概念 


1. 距离 空间 的 定义 


定义 2.1.1 设 X 是 非 空 集合 , 若 存 在 一 个 映射 d:XXX-~~R, 使 得 Yz,y， 
zEX, 下 列 距 离 公理 成 立 : 


1 非 负 性 : 
d(z,y)2>0, d(xz,y) =0Or=y; 
2° 对 称 性 : 
d(x,y) = d(y,x); 
3 ”三角 不 等 式 ， 


d(x,y) < d(z,z=) +d(z,y), 
则 称 d(z,y) A z 5j y 的 距离 ,X 为 以 d 为 距离 的 距离 空间 , 记 作 (X,d). 

对 距离 空间 (X,d), 若 M 是 X 的 非 空子 集 , 则 d 限制 在 MXM 上 还 是 一 个 距 
离 函数 , 故 (M,d) 也 是 一 个 距离 空间 , 称 为 X 的 子 空间 . 

注 在 距离 空间 的 概念 中 ,需要 注意 以 下 几 点 : 

1 由 于 距离 满足 的 三 条 性 质 只 是 把 它 最 本 质 的 要 求 抽象 出 来 ,距离 概念 已 由 
现实 世界 中 的 意义 引申 到 一 般 情 况 , 故 在 同一 集合 X 上 可 以 有 两 个 不 同 的 距离 函 
数 d ,dz ,此 时 (X,d)、(X,dz) 是 两 个 不 同 的 距离 空间 

2° #EFEBS PS 38k d 明确 或 其 他 不 引起 混淆 的 情况 下 ,可 以 直接 称 距离 空间 (X， 
dq) 为 距离 空间 XX; 

3° 距离 空间 X 中 所 含 的 元 素 可 以 不 是 任何 几何 意义 上 的 点 ,如 函数 或 其 他 一 
些 抽象 的 概念 等 ,但 由 于 赋予 了 距离 这 一 几何 概念 ,我 们 习惯 上 仍 称 X 中 的 元 素 
为 X 中 的 点 . 
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2. 常见 的 距离 空间 


例 2.1.1 设 K 是 实数 集 R 或 复数 集 C,Yzx,yEK, 定 义 
d(z,y) 一 |z 一 ?|， 
则 (K,q) 是 距离 空间 . 
例 2.1.2 VYz 一 (zzyz) 3 一 (yo)EK"， 定 义 
d,(z,y) = (> |n— yl’)’, 1<p<%, 
k=l 
dz = max |z — y|» 
MCR” dp) ASELA ERS, , jt rF CK", d,)8F28 n H: Euclid 空间 . 
证 仅 对 1<p<oo 的 情形 验证 距离 公理 . 首先 ,do (z,y) 之 0, 且 
d,Gz,y)=0 @ > |z —x |° = 0 
k=1 
@ |z —yx| =0 G=1,2,--,n) 
B =y (k=1,2,.,n) 
e r=y, 
故 非 负 性 成 立 ; 其 次 , 对 称 性 显然 成 立 . 最 后 , Yz 一 (mu zes et za) € K", 由 
Minkowski 不 等 式 , 有 


d,(z,y) =X |z — yl’)? 


= 


z 4 
一 (>) |z — z tza yl’)? 


k=l 
<(È la ali + (2 laal) 
=d,(z,z) +d,(z,y), 
故 三 角 不 等 式 成 立 ,(K" ,d,) 1<p<co)EJ EB BS 25 [B]. 
注 因为 
max |z, — yl < È |z — yl’)? < max la~ yl» 
KIRKEE, A 
limd,(z,y) = max |z — yl» 
这 就 是 为 什么 要 把 max | z — y | IEE do (z, y) 09 RIN. 
2.1.3 X p ARTAKASE 


P = {Cisterna [zl? <o}, 
=! 
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其 中 1<p<oo, 定 义 


dya) = (X | 二 一 站 
利用 Minkowski 不 等 式 可 以 证 明 ( 居 ,ds ) 为 距离 空间 . 
例 2.1.4 对 有 界 数列 空间 
p= 人 mn |z| <}, 
定义 
de(a,y) = sup |z — yi |> 
MU” ,qd ) 为 距离 空间 . 
例 2.1.5 对 一 般 的 数列 空间 
R? = {T1720 2t) :Th € R,k € N), 
d,(z,y),d- (zy) 全 部 无 意义 , 若 定 义 


d(z,y) = > [zt — yl 


E 21+ layl’ 
则 (R= ,d) 为 距离 空间 . 
证 由 于 
lz. — xl ST os 
Hata nD < Px <, 
故 d(z,y) 有 意义 . 显然 ,d 满足 距离 公理 中 的 前 两 条 ,下 面 仅 证 三 角 不 等 式 . 考察 
函数 


由 于 


故 s 是 单调 增加 函数 . V z= C sr), y= (yr i), z= (zz o i) ER”, 
由 于 
| 全 一 站 < |z, zalt lza |, 
故 有 
|z: —x| < | alt 
1+1z—xl `1+Íz zal 
w". Ln —=| —x| 
Itla- zal tiay] trai zl 


[=| [z —x1 
< 
Sitja sl TIT] n] 
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从 而 有 


3 [a—y| <5 [z — | ` [z —x| 
> 2G0+[z —xD ` < 20ta aD 2 AA+] asy 
B| gdCz,y)<d(z,z) 十 dCz,y). 


例 2.1.6 对 [a,b] 上 的 连续 函数 空间 CC[a b], V z,y€ C([a,5]), EX 


d(x,y) = (Í. lz — yG lra)”, 1[<p <, 


d. (z,y) = mr [zDD yO |, 
则 (CC[a,6]),d,)(1<p<oo) 均 为 距离 空间 . 
例 2.1.7 对 [a,b] 上 的 具有 直到 阶 连续 导数 的 函数 空间 C*([a,5b]), V >, 
yE Ca bD ,定义 


k 
= D (1) — yD 
d(x,y) > max |z@G)—y° (Dl, 


则 (Ct([a,6]),d) 为 距离 空间 . 

例 2.1.8 对 [a,6b] 上 的 p KARRAS E L’ Ca bD, Vr yE L Ca, 
boD, EX 

$ 1 
dzy) = (| lz- ld), 1<p<%, 
则 d, 并 不 是 一 个 距离 函数 ,因为 它 不 满足 非 负 性 ,由 定理 1.7.5， 
d,(z,y) = (Ú Ja — y |°ar)° =0 © r=y, ae 

而 不 是 zx 一 y. 因此 ,只 有 把 L*([a,5]) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同一 个 函数 时 ， 
(Ls《[a,6]),d,)(1<p<oo) 才 是 距离 空间 . 

i£ 车 1<p<gq<oo,k>1, 则 上 述 空 间 具 有 下 列 包 含 关系 : 

PChCLE, 
Lab) C Cla, b) C LLa, bD) C L CaN C LCa), 

故 小 的 空间 也 可 以 作为 大 空间 的 子 空间 而 成 为 距离 空间 . 


习 题 2.1 


1. 设 (X,d) 是 距离 空间 ,证 明 : Y x,y,z,wEXX, 恒 有 
| ar,y) 一 dzyz)| < d(z,z) + d(y,u). 
2. Y z= ln te) y= y EM E 
d. (z,y) = supl nanl, 
WER: , d. ) 为 距离 空间 . 
3. 设 X 是 非 空 集合 ,定义 


。40 。 第 2 章 距离 空间 


d(z,y) = 全 Da 
证 明 :(X,d) 是 距离 空间 ( 称 为 离散 距离 空间 ). 
4. 设 1I 和 pp 一 9 一 co ,证 明 : 
pChCr. 


2.2 距离 空间 中 的 点 集 


1. 有 关 点 的 几 个 概念 


仿照 Euclid 空间 中 的 邻 域 和 开 集 、 闭 集 的 概念 ,我 们 可 以 在 一 般 距 离 空间 中 
引入 开 球 与 开 集 、 闭 集 的 概念 ,为 此 ,我 们 需要 将 内 点 、 聚 点 等 概念 引入 距离 空间 
(X,d). 


(1) 距离 空间 中 的 球 与 球面 


定义 2.2.1 设 mmEX,r>0, 称 
B.(zro) 一 (ZEX:d(zyzo)<r} 
为 以 z 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 ( 或 zo 的 7 邻 域 ); 称 
B(xz0)={rEX:d(r, 70)<r} 
为 以 xo 为 中 心 ,r 为 半径 的 闭 球 ; 称 
S-(zo) 一 (ZEX:dCrrzo) 一 了 } 
为 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 球面 . 
例 2.2.1 讨论 CR:,d,) 中 开 球 的 形状 ,其 中 p=2,0. 
解 当 p=2 时 ， 
BC(zo,yo)) = ((z,y): VO) F (y— y) < r), 
其 形状 为 一 圆 形 ; 当 p= 二 oo 时 ， 
B,((aosyo)) = (Gz,y):max (|z—zo |+ |y— |) < r), 
其 形状 为 一 正方 形 . 
注 除了 球 的 形状 随 距 离 定 义 的 不 同 而 不 同 外 , 开 球 内 的 点 还 要 求 是 基本 集 
X 内 的 点 , 故 在 相同 的 距离 定义 下 ,不 同 的 空间 开 球 的 形状 也 不 同 . 例如 ,在 (@， 
dz) P, FER Bi((0,0)) 所 包含 的 只 是 单位 圆 内 所 有 的 有 理 坐 标点 ,而 不 是 单位 圆 
本 身 . 


(2) 距离 空间 中 的 内 点 与 聚 点 


定义 2.2.2 设 ACX,zoEA. 若 了 全 0, 使 得 
B,(z,) C A, 
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则 称 zo 为 A 的 内 点 . A 的 内 点 的 全 体 称 为 A 的 内 部 , 记 作 A”. 
定义 2.2.3 设 ACX,zEX. 若 Yr>>0, 总 有 
B, <x) N (A\{zo})) Z Ø, 
则 称 z 为 A 的 聚 点 (或 极限 点 ). A 的 聚 点 的 全 体 称 为 A 的 导 集 , 记 作 A’. 
定义 2.2.4 设 ACX,zoEX. 若 Yr>>0, 总 有 
B, (x) NA #Ø, B, (xo) N A Z@, 
则 称 zo 为 A 的 边界 点 . A 的 边界 点 的 全 体 称 为 A 的 边界 , 记 作 3A. 
Ë 由 定义 ， 
a(A‘)=9A. 
定义 2.2.5 W ACX n € X.## V r>0, BA 
Bz) D A Z @, 
则 称 zo 为 A 的 触 点 . A 的 触 点 的 全 体 称 为 A 的 闭 包 , 记 作 A. 
由 定义 可 以 看 出 ,A 的 内 点 、 聚 点 和 边界 点 都 是 A 的 触 点 ,内 点 与 边界 点 互 不 
相同 , 且 四 者 间 有 下 列 关系 : 


A=A UƏ3A=AUXA, (2.2.1) 
A° = AMA = AWA; (2.2. 2) 
ƏA = ANA° = À n Az. (2.2.3) 


注 “与 直线 不 同 , 一 般 距 离 空 间 中 的 内 点 不 一 定 是 聚 点 ,例如 ,对 整数 集 Z 和 
它 的 子 集 N, YnEN, 都 有 
By(n)={n}CN, 
故 n 是 NN 的 内 点 ,但 它 不 是 N 的 聚 点 ,因为 该 开 球 中 不 含有 NN 中 异 于 的 点 . 


2. 有关 集 的 几 个 概念 
(1) 距离 空间 中 的 开 集 与 闭 集 
定义 2.2.6 设 ACX, 若 


则 称 A 为 X 中 的 开 集 ; 若 


则 称 A 为 X 中 的 闭 集 . 

由 定义 可 以 看 出 ,要 证 明 一 个 集合 是 开 集 , 只 需 证 明 它 的 所 有 点 都 是 内 点 ;要 
证 明 一 个 集合 是 闭 集 , 只 需 证 明 它 包含 它 所 有 的 聚 点 . 

由 于 全 空间 X 中 的 点 都 是 它 的 内 点 ,也 都 是 它 的 触 点 , 故 X 既 为 X 中 的 开 集 
又 为 X 中 的 闭 集 ;由 于 空 集 不 含有 任何 元 素 ， 


=D, Ø=, 
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故 纪 既 为 开 集 又 为 闭 集 -. 

对 于 X 的 任 一 子 集 A,A 的 内 部 A" 是 含 于 A 的 最 大 开 集 ,A HAUA 是 包含 
A 的 最 小 闭 集 . 

注 “一 个 集合 是 开 是 闭 ,依赖 于 它 所 依附 的 空间 X. 例如 ,集合 

A= 1.1...) 
2 3 

在 中 非 开 非 闭 ,有 聚 点 0; 在 X=AU (0)'F3F, EBI, ARA 0; 在 X=A 中 既 开 
又 闭 ,无 聚 点 . 


(2) 开 集 与 闭 集 的 性 质 


定理 2. 2. 1( 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 ) 开 集 的 余 集 是 闭 集 , 闭 集 的 余 集 是 开 集 . 
证 设 A 为 开 集 , 则 有 9ACAr; 再 由 式 (2.2.1), 有 
A =(A°° U a(A') = As U a(A') =A U 9A = Ae, 
# A 为 闭 集 ; 若 A 为 闭 集 , 则 由 式 (2. 2. 2), 有 
(AD? = ANICA) = A N OAD = (A U aA 
= (A U JAY = (4) = A, 

故 A“ 为 开 集 . 证 毕 ， 

定理 2. 2. 2 任意 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ,有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

证 设 G.(aE D) 为 开 集 , 令 

DR CO 
MY =€ G, JAE IAR z€G,. h G, fr, 13 r>0, 848 
B,(z) C G, C G, 
JATE z 38 G 的 内 点 , 故 G 为 开 集 ;又 设 
JürBG,G&=1,2,--,n) HFR, W V z€ G,# r€ G,G=1,2,---,n). H G, 开 , 知 
了 mm>0, 使 得 B,(z)CG, 故 取 
r= min {rn}, 
1<k<n 
则 有 
BD CN G, = G, 

从 而 有 为 G 的 内 点 , 故 G 亦 为 开 集 . 证 毕 . 

注 任意 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 ,例如 , |(0,1+)) E R 中 的 开 集 
列 ,而 


ñ (0o1+4) = @,11 
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不 是 R 中 的 开 集 . 

推论 。 有限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ,任意 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

证 设 F(k=1,2,…,n) 为 闭 集 ， 

F=URF,, 
则 由 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 及 定理 2. 2.2, 知 
F = (Ü F° =) Fi 

为 开 集 , 故 F 为 团 集 . 同 理 可 证 ,有 限 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 证 毕 . 
3. 有 关 距 离 的 几 个 概念 

(1) 点 到 集合 的 距离 


定义 2.2.7 设 A 是 X 的 非 空子 集 ,zoEX, 则 称 
dlto, A) = inf{d(zo,7):7T € A} 
为 点 zo 到 集合 A 的 距离 . 
定理 2.2.3 设 A 是 X 的 非 空子 集 , 则 Yz,yEX, 有 
|d(z,A)—d(y,A)| < d(xz,y). 
证 YaEA, 由 三 角 不 等 式 ,得 
d(z,A) < d(z,a) < d(x,y) +d(y,a), 
两 边 同 时 对 a€ A 取 下 确 界 ,得 
d(z,A) < d(z,y) +d(y,A), 
d(z,A) —d(y,A) < d(z,y), 


同 理 可 得 
d(y,A) —d(z,A) < d(z,y), 
合 之 ,得 
|dG,A) —d(y,A)| < dG,y). 
证 毕 . 


(2) 集合 到 集合 的 距离 


定义 2.2.8 设 A,B 是 X 的 两 个 非 空子 集 , 则 称 
d(A,B) = inf[d(z,y):z € A,y € B) 
为 集合 A 和 B 之 间 的 距离 . 


(3) 集合 的 直径 
定义 2.2.9 设 A 是 X 的 非 空子 集 , 则 称 
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sup(d(z,y):z,y € A) 
为 集合 A 的 直径 (diameter) , 记 作 diam(A). 
# diam(A)<<oo, 则 称 A 为 有 界 集 . 


习题 2.2 


1. 设 A,B 是 X 的 两 个 非 空子 集 , 证 明 : 
(AnB = A° NB. 
2. 设 A,B 是 X 的 两 个 子 集 , 且 ACB. WEH: 


ACB. 
3. 设 (X,d) 是 离散 距离 空间 ,其 中 
0， 工 一 
“a = ee ss 


证 明 ;X 中 的 任 一 子 集 既 是 开 集 又 是 闭 集 . 
4. FAX PHAR, GH X 中 的 开 集 , 证 明 :F\G 为 闭 集 ,G\F HAR. 


2.3 ”距离 空间 中 的 极限 与 连续 


1. AIRE 


有 了 距离 的 概念 ,我 们 就 可 以 描述 空间 中 两 点 的 接近 程度 ,从 而 可 以 定义 极限 
的 概念 . 


(1) 距离 空间 中 点 列 收 化 的 概念 


定义 2.3.1 设 {z*} 是 距离 空间 (X,d) 中 的 一 个 点 列 ,zoEX. 若 
limd(z,,zo) = 0, 
则 称 点 列 {z* BKF zo, 记 作 limz, 一 zo R z,—ze (n—oo), 
定理 2.3. 1( 极 限 的 唯一 性 ) ”距离 空间 中 的 收敛 点 列 的 极限 唯一 . 
证 设 有 zx,>z,z,>y, 则 由 
0<d(x*,y) < d(z,z,) + d(z,,y) > 0 
知 d(z,y)=0,ñk z= y. 证 毕 . 
定理 2.3.2 若 在 距离 空间 (X,d) 中 有 >r, y >y 
limd(z,,y,) = d(x,y). 
证 由 三 角 不 等 式 ,有 
d(z,,y,) < d(z,,z) +d(z,y) +d(y,y,), 
d(z,,y,) — d(z,y) < d(z=,,z) + d(y,,y), 
同 理 可 得 
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d(z,y) —d(z,,y,) < d(z,,z) +d(y,,y), 


合 之 ,得 
|d(z,,y,) — d(z,y)| < d(z,,z=) + d(y,,y), 
故 当 n>oo 时 ,有 
d(z,,y,) > d(xz,y). 
证 毕 


有 了 收敛 性 的 概念 ,我 们 还 可 以 给 出 闭 集 的 一 个 等 价 刻画 , 它 表 明 , 闭 集 的 本 
质 特 征 是 对 极限 运算 封闭 . 
定理 2.3.3 A 为 闭 集合 任 给 {z,}CA, 若 Irto M] ro EA. 
证 必要 性 : 若 z EA, W zo EA, h A B), SI A 3F,#k 3r>o, í 
B,(zo) C As, 
即 在 zo 的 ~ 邻 域 中 无 A 中 的 点 ,这 与 zs 一 zo B (z,) CA FA ,#k =€ A. 


充分 性 , Y zo CAMI 一 二 >0, 由 


B,Go) Y A z Ø 
A Iar, EA, (EI =, € Bim(Czo). H z,—zo RIIA z EA, kk ACA, h ACA,.18 
A=A,A 为 闭 集 .证 毕 . 


(2) 不 同 空间 中 收效 性 的 比较 
例 2.3.1 HAK ,do,)(1 和 过 pc) 中 的 点 列 


z@ = Gf, P.) 


和 一 点 I= (T za to z,), M) koot, A 


_ 1 
2 = ds(z® ,z) = (> la — z|’)? — 0 
£t 


Ə P — = (G=1,2 sn), 
故 Euclid 空间 中 点 列 的 收敛 等 价 于 向 量 的 按 坐 标 收敛 . 
例 2.3.2 HAL, d PRAA 
z@ = (aP zD peert peee) 


和 一 点 z=(ziza sz, 0), kaoot, A 


L £ 
rz >z @ d,G%,z)= (>) |z —z,|°)”—0 
一 


=> IP —=, G@m=1,2,--), 
#k p KARTI AIRA Z [aj rh p A Saa F E ARA. 
实际 上 ,对 (2 ,do) 中 的 点 列 
2 = (0，0,1, 0 (k=1,2,.), 
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MJ z } 按 坐标 收敛 于 


0= O,0,---,0,---). 
HT 
d(x 中 ,0) = (0P + H0 +1? +0 ++)? = 1 

不 可 能 趋 于 0, 故 {z% } 不 收敛 . 

例 2.3.3 设 有 (C([a, 杂 ) ,qd-) 中 的 点 列 {f,} 和 一 点 f, N| noot, A 

万 一 È defa = max | PoD 一 FoD| — o, 
此 即 YVe>0, 3 NEN, 使 当 n>>N, 有 
max |f.G) — f(| <, 
RAZ, Vrela, b] RE nN, RA 
[AOO] <e, 

故 [a,6] 上 连续 函数 空间 中 点 列 的 收敛 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛 . 

例 2.3.4 HAL Ca bD d P PRAA Sn MA f, 则 当 n-xoo 时 ,有 

FA © ap = (Ë IAO- fa) |a)” — o, 

故 其 上 的 点 列 收敛 称 为 p REFBEK. 

点 列 的 尹 次 赛 平 均 收 敛 是 一 种 相对 较 弱 的 收敛 性 , 有 时 不 要 说 函数 列 的 几乎 


处 处 收敛 ,甚至 连 其 各 点 的 收敛 性 都 不 能 保证 . 
例如 ,对 (CL*([0,1)),d;) 中 的 点 列 {f,) ,其 中 


Q ' 
1,t€ [o,>), ee ay, 
fi = ef2(D = - z) seo Ë ) 
oxe [03)， % e [+ 1), 
fo, 1 2 
1,t € 10,3), ljze [ 工 ,2 
A ispa z o) — Do) [3 5) 
Soa sa % [和 3)， 
ie) 
fs = g? G) 一 = 3 .. 
ore [gsh 
一 般 地 ,有 
ime i>i iy, 
fn = gP (D) = I [z r) EEN 
oe Ei) 


由 于 
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f [ea = k>a), 


故 { 户 } 在 [0,1) 上 尹 次 寡 平 均 收敛 于 O, IB VED AO P£ X35674 ST 
1, 也 有 无 穷 多 个 等 于 0, 故 {f(z)} 在 区 间 [0,1) 中 点 点 不 收敛 . 尽管 如 此 ,可 以 保 
证 的 是 {了 f,} 必 有 一 子 列 {f。}a.e. BAF f. 


2. 映射 的 连续 性 
(1) 连续 性 的 概念 


定义 2.3.2 设 (X,di),(Y,d) 为 两 个 距离 空间 , f: XY 是 一 个 映射 , zoE 
X. 若 Ye>0, 38920, RE dı (2,20) <0 RA 
dal fla), fGae)) < e, 
则 称 f fE zo 处 连续 ; 若 f 在 X 内 点 点 连续 , 则 称 f 在 X 上 连续 . 
将 映射 了 在 ze 处 的 连续 性 定义 的 66 语言 用 集合 形式 表示 出 来 ,就 是 Ye>0， 
36>0, 使 得 
JCBsCzo)) C B,(f(aq)). 


(2) 用 开 、 闭 集 刻画 连续 性 


定理 2. 3.4 设 有 映射 f:X>Y, 则 下 列 命 题 等 价 : 
O f 为 连续 映射 ， 
@Y 中 任 一 开 集 G 的 原 像 集 f“'(G) 是 X 中 的 开 集 ; 
© Y 中 任 一 闭 集 F HRR f OE X PRR. 
证 @=>Q@:; V x€ f (G, h fa.) EG R GF, A >01 B.C) 
G; 再 由 f 连续 , 知 36>0, 使 得 
fCB,Cao)) CB(f(z0)) C G, 
从 而 有 
BCzo) C f 1 (G), 
式 中 , 广 :(C) 是 开 集 . 
@=Q: Vz € X, Ve>0, H B.(f(zo)) 为 开 集 , 知 f CB. SC) JF £H 
zo € f ![B,C(fGao))], 0 30>0, 1E 
Bi(Czo) C f  [B,C(fGao)], 
从 而 有 
f(B,Ga)) C BCFCzo))， 
即 了 在 z 处 连续 . 
O50: ORN, Æ B A Y PHAR, U B 为 开 集 ,从 而 有 f BOH X 
中 的 开 集 ,再 由 式 (1. 2.4), 有 
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[>B] = f (B°), 
从 而 得 S DRAR, KORE, ZIR. 证 毕 . 
有 了 定理 2. 3. 4, 对 X 上 的 连续 泛 函 了 ,我 们 可 以 很 轻松 地 判定 集合 
(f <a) = 广 !(( 一 coya)) 
为 开 集 ， 
{f >a} = f !([a,co)) 
为 闭 集 , 等 等 . 
例 2.3.5 在 ?”Xz 阶 实 矩 阵 空间 R>" 中 , 记 可 逆 矩 阵 的 全 体 为 G, 则 G 为 开 集 . 
证 定义 f:R™">R 为 
fA) = |A], 
则 7 为 一 连续 泛 函 . 由 于 
G={A € R™, |A| Z 0) 
=(|A| € (一 co,0) U (0, +eo)) 
一 广 !(( 一 co,0) U (0, +co)), 
而 (一 co,0)U(0, 十 0) 为 R 中 的 开 集 , 故 由 定理 2. 3. 4,G 为 R "中 的 开 集 . 


习 题 2.3 


1. 设 (X,d) 是 距离 空间 ,A 是 X 的 非 空子 集 , 证 明 :d(z,A) 是 X 上 的 一 个 连续 泛 函 . 

2. 设 F. ,Fi 是 XX 中 的 互 不 相交 的 非 空 闻 集 , 证 明 :存在 关中 的 两 个 互 不 相交 的 开 集 G1 ， 
G tE 

ACG, F CG. 

3. # A, B 3: X 中 的 两 个 互 不 相交 的 闭 集 , 证 明 :存在 X 上 的 连续 泛 函 也, 使 得 当 zEA 时 ， 
f(z)=0; 当 xzEB 时 ,f(z)=1. 

4. 设 f: X—Y 为 连续 映射 ,证 明 : 对 于 X 的 任 一 子 集 A, 都 有 

fO) C FAS. 


2.4 稠密 性 与 可 分 性 


1. AEH 


定义 2.4.1 设 A,B 是 距离 空间 X 的 两 个 子 集 , 则 
1° A 称 为 X 中 的 稠 集 , 若 
A=X; 
2° A 称 为 了 的 稠 子 集 , 若 
ACBCÀ; 
3° A 称 为 在 也 中 稠密 , 若 
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BCA. 
定理 2.4.1 设 A,BCX, 则 A 在 B PAES YEB, 3{z,}CA, 使 得 
Ir >x (n>o0). 
证 VRHE A fE BPA, V rEBCA, X} r,r >00, AA B, DN 
AZ@, RAZ, 3 xz,E A, 使 得 
d(xz,, z) < r.> 
从 而 有 z,—z(n—=oo). 
充分 性 : V z€ B,## 3r>0,1848 B,(z) 门 A= 多 , 则 与 3 {zx,}CA, 使 得 xz, 一 x 
矛盾 , 故 Yr>>0, 总 有 
B,G) n Az @, 
故 zxE 甩 ,从 而 有 BCA,A 在 B 中 稠密 . 证 毕 . 
注 A 在 B 中 稠密 ,表示 B 中 的 点 可 用 A 中 的 一 串 点 来 逼近 ,并 不 要 求 A 是 
B WFR. 
例 2.4.1 由 于 任 一 无 理 数 a 都 可 以 用 它 的 精确 度 为 0“" 的 不 足 近似 值 a, 来 
通 近 ,而 a, € Q, 故 有 理 数 集 Q 在 无 理 数 集中 稠密 ,Q 为 R 的 稠 集 . 


2. 可 分 性 


定义 2.4.2 上 距离 空间 (X,d) 称 为 可 分 的 , 若 X 具有 可 数 的 稠 集 .X 的 子 集 A 
称 为 可 分 的 , 若 A 具有 可 数 的 稠 子 集 . 

例 2.4.2 空间 (R",d:) 是 可 分 的 , 它 的 一 个 可 数 笛 集 是 R" 中 有 理 坐 标点 的 
全 体 

Q = {Cisr Ta) iri € Qi = 1,2,---,n). 
例 2.4.3 SU, d ETD, CAAT R E 
M= {Cisr r0 ri € Qi = 1,2,--,k,k € N). 
证 令 
M, = (Gisse, ini € Qi 一 1,2，}. 
则 有 
M=Ü M. 

由 于 M, 与 Q 是 对 等 的 , 故 M, 是 可 数 集 ,从 而 M 也 是 可 数 集 . 

Yr=lt sar) El, 由 于 


D lal’ <o, 
= 


故 对 se 一 二,3NEN, 使 得 
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2 
再 由 有 理 坐标 点 在 R PHARE AM rn =r rf... ri ,0,…) EM, 使 得 
> |z — yz 色 | |e <š, 
合 之 ,得 
dem = (X last D lal)? <eml, 
fi in 
故 有 limd(zyr) 一 0, 即 r. 
例 2.4.4 空间 (C([a,6]),d- ) 是 可 分 的 , 它 的 一 个 可 数 稠 集 是 有 理 系 数 多 
项 式 的 全 体 . 
证 VzxEC([a,6]), 由 Weierstrass EARE EM, r 可 以 表 为 某 一 多 项 式 
列 {P,} 的 一 致 收敛 极限 , 即 Ye>>0, I NEN, 使 对 YtE [a,b], RE n>N, RA 
IP.(D 一 z(D| <+ 
从 而 有 
d. (P,.,z) = max, |P) — xlt) | < >: 
再 由 有 理 数 集 在 实数 中 的 稠密 性 , 知 存在 一 列 有 理 系数 多 项 式 {Q,} 使 得 
do (P,Q) < $, 
从 而 有 
do (Q,,z) S do (P,Q) +4-(P.,) < $ +$ =e, 


故 Q, —z(n—co). 

例 2.4.5 空间 (L*([a,5b]),d,) 是 可 分 的 ,有 理 系数 多 项 式 的 全 体 是 它 的 一 
个 可 数 稠 集 . 

下 面 看 两 个 不 可 分 的 例子 . 

例 2.4.6 记 X=[0,1]， 
0, r=y, 
dG)= |, ; = x 
则 (X,d) 是 不 可 分 的 . 

证 反 证 . 设 X 可 分 , 则 有 可 数 稠 集 A 一 {zi,z，…)}. 但 [0,1] 是 不 可 数 集 , 故 
AX. 对 zmEXNA, 当 mr<1 时 ,有 

B,C) NA = (z) DA = Ø, 

这 与 A 在 X 中 稠密 矛盾 , 故 X 是 不 可 分 的 . 
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例 2.4.7 ZAU ,d--) 是 不 可 分 的 . 
证 由 定理 1.3.4 注 , 集 
D = {(zyz):z 一 0,1} 
为 不 可 数 集 , 且 DC >. B 严 可 分 , 则 有 可 数 稠 集 
A= {asaz}, 
于 是 有 
Ü BG Dr DD. 

由 万 不 可 数 , 知 必 有 一 开 球 Bin la AA D hpk z , z ,此 时 ， 


1 = da (2 2P) < do l1 rap) + dle 1) <} +4 = 


3° 
了 矛盾, 故 I 3012. 
习 题 2.4 


1. 设 X 为 距离 空间 ,证 明 ， 
A 为 X 中 的 稠 集 < A 中 无 内 点 . 
2. U X MY 均 为 距离 空间 ,f:X->Y 为 连续 映射 ,A 在 X 中 稠密 . 证 明 :7(A) 在 /(X) 中 
稠密 . 
3. 设 (X,d) 是 离散 距离 空间 ,其 中 


0, z=y, 


d(z,y) 一 


l, t#y 
证 明 :XX 可 分 的 充分 必要 条 件 是 X 为 可 数 集 . 
4. 证 明 : 可 分 距离 空间 X 的 任 一 子 集 A 都 是 可 分 的 , 即 存在 A 的 可 数 子 集 也 ,使 得 ACB. 


2.5 ”距离 空间 的 完备 性 

1. 完备 的 距离 空间 

在 第 1 章 我 们 介绍 了 实数 集 的 完备 性 ,现在 将 这 一 概念 引入 一 般 的 距离 空间 . 

(1) 完备 距离 空间 的 概念 

定义 2.5.1 距离 空间 (X,q) 中 的 点 列 {z,} 称 为 Cauchy 列 (或 基本 列 ), 若 
Ye>0,3j NEN, 使 当 m,n>N 时 ,有 

dlEms In) < e. 
注 由 定义 可 以 看 出 , (z,)28 Cauchy 列 的 充分 必要 条 件 如 下 : 


d(z,,z,) —0 (m,n— eo). 


定理 2. 5.1 距离 空间 中 的 任 一 收敛 点 列 必 是 Cauchy 列 , 但 Cauchy 列 不 一 
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定 是 收敛 点 列 . 
证 ir, >a, N Y>0, INEN, RE n>N, RA 


d(z,,a) < $ 
E, 4 m,n> N RA 
d(z,,z,) S dlana) T d(a,z) < $ ++ = e, 


故 {z,} 是 Cauchy 列 . 
在 有 理 数 集 Q 中 , 令 a, 为 z 的 精确 到 10-" 的 不 足 近似 值 : 
a =3.l, a =3.14, as 一 3.141，…， š 
则 Ye>0, 取 N> —Ig e, W4 m>n>N RA 


Ea 
d(z,,,z,) < Iy <° 


故 {a,} 是 Cauchy 列 ,但 由 于 其 极限 EQ, EL (a, ) fE Q 内 不 收敛 . 证 毕 . 

定义 2.5.2 距离 空间 (X,d) 称 为 完备 的 , 若 X 中 的 任 一 Cauchy 列 都 收敛 到 
X 中 的 一 点 ， 

由 于 在 完备 空间 中 要 证 明 一 个 点 列 收敛 ,只 需 证 明 它 是 Cauchy 列 , 而 不 必 预 
先知 道 极限 值 ,并 且 完备 性 可 以 使 得 一 些 经 典 的 分 析 理 论 在 距离 空间 中 继续 延续 
下 去 , 故 在 泛 函 分 析 中 主要 的 研究 对 象 是 完备 空间 . 

例 2.5.1 Euclid 空间 (R",d;) 是 完备 的 距离 空间 . 

证 设 {z%} 是 (R",d:) 中 的 Cauchy 列 ， 

z@ = GP, IPye), 
W Y>0, I NEN, {E m,k>N Bl, # 
d, (z? ,I® )<e. 


固定 iG=1,2, sn) H 


[z — z | rad |>; |z — zt |? = d,(z@% ,z@) <, 
=! 


#k (zi } 为 及 中 的 Cauchy 列 ,再 由 及 的 完备 性 , 知 习 zf" ER, 使 得 
limz® = z? (i= 1,2,.,n). 
keo 
* 
z =< (zf E ad I 289), 
则 有 r >r (k>), HCR d ERAR. 
注 对 复数 域 C,(C',d;) 也 是 完备 的 距离 空间 . 
例 2.5.2 p 次 窒 可 和 数列 空间 (1?,d，) 是 完备 的 距离 空间 . 
例 2.5.3 有 界 数列 空间 (1”,d.) 是 完备 的 距离 空间 . 
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例 2.5.4 连续 函数 空间 (C([a,65]) ,d-) 是 完备 的 距离 空间 . 
证 设 {z,} 是 (CC([a,65]),4d-) 中 的 Cauchy 列 , 则 Ye>0, INEN, E4 n, 
mm 二 N 时 ,有 
d. (z,,z,,) = max | zt) — z, (t) |< e. 
tEla.b] 
固定 ,由 
[DW < d. (rr) << (25.1) 
Hn (0) ) E: R 中 的 Cauchy 列 , 故 有 极限 10). ERC. 4. 1) 中 令 moo, 
lat) — rt) | < e, 
从 而 有 
d. (z.,z) = max |ant) — xlt) | < e, 
故 {z,) 一 致 收敛 到 x. 再 由 一 致 收敛 定理 ,z(t) 在 [a,6] 上 一 致 连续 ,从 而 有 z(t) E 
Cab) CCa b) ,d-) 是 完备 的 . 
i£ (Cl[a,65]),d,)(1<<p<oo) 不 完备 . 令 
Zn(t) = arctan n(t —a), 
则 
x 
limz,(D) = z0) = z: asss 
0, t=a, 


iH |=, G) | <l Lebesgue 控制 收敛 定理 ,有 
1 
limd,(z,,z) =lim (| |2, — 20) |a)" 


=(f im laD — ze sa)” =o, 
从 而 有 
do(Cznyzn) < d,(z,,,z) + d,(z,,z) — 0(m,n— eo), 
故 {z} 为 (CC[a, 的 ),do) 中 的 Cauchy 列 , 但 z€ CCa, b]). 
例 2.5.5 次 短 可 积 函 数 空间 (L*([a,6]),d,) 是 完备 的 距离 空间 . 


(2) 完备 距离 空间 的 性 质 


定理 2.5.2 设 (X,d) 是 完备 的 距离 空间 ,MCX, 则 (M,d) 完 备 叶 M 为 X 中 
的 闭 集 . 

证 必要 性 :YzEM AI {z,}CM, 使 得 xz 由 于 收敛 列 必 为 Cauchy 
列 , 故 由 M 的 完备 性 , {z*} 收 敛 到 M 中 的 一 点 y, 再 由 极限 的 唯一 性 ,得 z 二 y, 从 
而 有 xEM, 故 MCM,M 为 X 中 的 闭 集 . 
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充分 性 : 设 {z,) 为 M 中 的 Cauchy 列 , 则 它 也 是 X 中 的 Cauchy 列 ,由 X 的 完 
备 性 , 知 3xEX, 使 得 zx,>z, 再 由 M 闭 ,得 zEM, 从 而 有 (M,d) 完 备 .证 毕 . 
下 面 ,我 们 将 实数 集 的 区 间 套 定理 (定理 1. 4. 3) 推 广 到 完备 距离 空间 中 去 . 
定义 2.5.3 距离 空间 X 中 一 列 闭 球 
| = B, (zx,) 
称 为 一 个 闭 球 套 , 若 K DK: DDK, D=, R. 
limr, =0. 
定理 2.5.3( 闭 球 套 定理 ) W XX 是 完备 的 距离 空间 , 则 对 X 中 的 任 一 闭 球 
套 ,存在 唯一 一 点 zo 属于 所 有 闭 球 . 
证 存在 性 :由 limr, 一 0, 知 对 mn, 有 
Alam En) < r,—>0 (n— eo), 
故 {z} 是 X 中 的 Cauchy 列 ,由 X 的 完备 性 , 知 习 zoEX, 使 x, 一 zo. AE n H 
KDK D 


{za 2e (Ü) C Kas 
再 由 K, 闭 , 知 z € K, ,最 后 由 的 任意 性 ,得 


Zo ef K,. 
唯一 性 : 设 z€ (YK. Wh 


d(ao | z) < d(zoyzo) 十 dzoz) < 2r, > 0 
得 d(zo,z) 一 0, 从 而 有 ===. 证 毕 . 


2. 距离 空间 的 完备 化 


不 完备 的 距离 空间 对 极限 运算 不 封闭 ,因此 我 们 希望 能 够 将 不 完备 的 距离 空 
间 “ 扩 充 ” 为 完备 的 距离 空间 . 

例如 ,对 有 理 数 集 Q, 包 含 它 的 最 小 完备 距离 空间 是 实数 集 R, 注 意 到 Q # R 
中 稠密 ,这 就 提示 我 们 通过 嵌入 的 方式 来 解决 这 一 问题 . 

定义 2.5.4 设 (X,d),( 久 ,4) 为 距离 空间 ,车 存在 一 一 映射 

T.X— X, 
使 得 Yz,yEX, 都 有 
GCTr,Ty) = dr,y)， 

则 称 (X,d) 与 (六 ,2) 等 距 同 构 ,T 为 X 到 了 的 等 距 同 构 映 射 . 

定义 2.5.5 ”完备 距离 空间 (又 ,Gd) 称 为 距离 空间 (X,d) 的 完备 化 空间 , 若 
(X,d) 与 ( 充 ,G) 的 某 一 稠 集 等 距 同 构 . 
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下 面 的 定理 回答 了 完备 化 空间 的 存在 性 与 唯一 性 问题 : 

定理 2. 5.4 ” 任 一 距离 空间 8 存在 完备 化 空间 , 且 完备 化 空间 在 等 距 同 构 的 
意义 下 唯一 . 

例 2. 5.6 ARKE Q 的 完备 化 空间 是 实数 集 R. 

例 2.5.7 连续 函数 空间 (C([a,b]),d，)(1<p<oo) 的 完备 化 空间 是 p E 
可 积 函数 空间 (L*([a,6]),d,). 

例 2.5.8 Riemann 可 积 函数 空间 (R([a,6]) ,di ) 的 完备 化 空间 是 Lebesgue 
可 积 函 数 空间 (L([a,65]) ,di), 它 揭示 了 Rieman 积分 扩充 到 Lebesgue 积分 的 
本 质 . 


习题 2.5 


1. 设 {z } 为 距离 空间 (X,d) 中 的 Cauchy 列 , 且 它 有 某 个 子 列 {zw } 收 但, 则 {zz} 本 身 也 收敛 . 
2. 证 明 :有 界 数 列 空间 ( 广 ,d- ) 是 完备 的 . 
3. 对 极限 为 0 的 数列 空间 


Co = (Gn sz) lima, = 0), 
WEH: Cordo JR C de ) 的 完备 子 空间 . 
4. 设 
M= [( my0):zyzo 不 全 为 0,n E N}, 
Vz,y€ M,$ 


dGoy) = sup |z =y | > 
CM,d) 是 否 完备 ? 其 完备 化 空间 是 什么 ? 


2.6 Baire 纲 定 理 


1，Baire 分 类 


在 数学 论证 中 ,经 常会 遇 到 两 类 存在 性 问题 : 

1° 确定 某 种 对 象 的 存在 性 , 即 至 少 存在 一 个 ; 

2° 确定 某 种 对 象 的 普遍 存在 性 , 即 存在 充分 多 个 . 

解答 第 1 类 问题 的 有 各 种 存在 性 定理 ,解答 第 2 类 问题 的 有 著名 的 Baire@% 84 
定理 , 它 与 第 5 章 中 的 Hahn-Banach 延 拓 定 理 一 起 构成 了 泛 函 分 析 的 两 大 基石 . 

普遍 是 相对 于 稀有 而 言 的 ,为 了 恰当 地 描述 稀有 性 与 普遍 性 ,我 们 引入 下 列 
概念 . 

定义 2.6.1 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 ,满足 


O 贝尔 (1874 一 1932 F) ,法国 数 学 家 . 
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ar =ø, 
即 其 闭 包 没有 内 点 , 则 称 A HRR. 
例 2.6.1 R 中 的 任 一 有 限 集 都 是 琉 集 ,特别 地 , 单 点 集 是 玻 集 . 
证 设 A={zi,zs，,…,zm) 为 R" 中 的 有 限 集 , 则 


Ar = A° =ø, 
故 A 是 R" HHR. 
例 2.6.2 R 中 的 有 理 数 集 TEAR. 
证 在 R 中 ， 
(Q= R° = RZ Ø, 
故 Q ABU. 


定义 2.6.2 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 , 若 A 是 至 多 可 数 个 朴 集 的 并 , 则 称 
A 为 第 一 纲 集 , 否 则 称 为 第 二 纲 集 . 

例 2.6.3 R" 中 的 任 一 可 数 集 是 第 一 纲 集 . 

证 设 A 是 R" 中 的 可 数 集 , 则 

A= {x T23" Tk s} =Ü {xz}» 

而 R" 中 的 单 点 集 是 玻 集 , 故 A 是 第 一 纲 集 . 

如 果 某 个 第 一 纲 集 A 的 余 集 A“ 是 第 二 纲 集 , 则 A 所 代表 的 属性 相对 于 A 来 
说 就 是 稀有 的 ,而 A 所 代表 的 属性 相对 于 A 来 说 就 是 普遍 的 . 要 做 到 这 一 点 ,还 
需要 有 下 列 定理 的 支持 . 


2，Baire 纲 定理 


定理 2. 6. 1(Baire 纲 定理 ) 非 空 的 完备 距离 空间 X 是 第 二 纲 集 . 

证 反 证 . 若 X 是 第 一 纲 集 , 则 有 
其 中 A, EMR. X X 的 任 一 非 空 开 集 G ,都 应 有 

GÀ, + Ø, 
否则 由 GA =Ø, a44 GCA Hh GR RA 
G=G C ANV = @, 

这 与 G 非 空 矛盾 . 

对 非 空 开 集 X\A1, 3B, G) (0<ri<1) ,使 得 

B, Ga) CX\A; 


对 非 空 开 集 B, CriONA; , 3 B,, (zz) (0< <+ ) ,使 得 
B,, (22) C Ba Ga )NA:; 
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一 般 地 ,对 非 空 开 集 B, (zt OM, IB, (z) (0o<n <) ,使 得 


B,, Go) C By, GOM. 
此 时 , V m>n A 


d(xz,,,z,) < r, <i 一 0， 
故 {zx,) 是 XX 中 的 Cauchy 列 ,由 完备 性 , 了 3xEX, 使 得 r,—=. 注意 到 


{zz CA Ba Go), 
而 后 者 为 一 闭 集 , 故 有 z€ YB, (zi) ,再 令 weo, 得 
ze 让 BCzDC 有 再 = cÜ A = x = g, 
这 与 xEX 矛盾 , 故 X 是 第 二 纲 集 . ER. 

注 Baire 纲 定理 的 结论 仅 对 完备 的 距离 空间 成 立 , 不 完备 的 距离 空间 可 以 是 
第 一 纲 集 , 例 如 有 理 数 集 Q 是 第 一 纲 集 . 

推论 设 人 是 完备 距离 空间 X 的 非 空子 集 , 若 A 是 第 一 纲 集 , 则 A 是 第 二 
纲 集 . 
证 若 A 是 第 一 纲 集 , 则 

X=AUA: 
也 是 第 一 纲 集 , 这 与 X 是 第 二 纲 集 矛 盾 , 故 A 是 第 二 纲 集 . 证 毕 . 

由 于 在 完备 的 距离 空间 中 ,第 一 纲 集 的 余 集 是 第 二 纲 集 , 故 A 与 4“ 构成 了 有 
鲜明 差异 的 集合 对 : 若 A 中 的 元 素 是 稀有 的 (第 一 纲 集 ), 则 A 中 的 元 素 就 是 普遍 
的 (第 二 纲 集 ). 下 面 我 们 来 看 Baire 纲 定理 的 两 个 应 用 范例 . 

例 2.6.4 在 实数 集 RR 中 ,有 理 数 集 Q 是 第 一 纲 集 ,无 理 数 集 Qr 是 第 二 纲 集 ， 
故 在 实数 中 ,有 理 数 是 稀有 的 ,无 理 数 则 是 普遍 的 ,尽管 我 们 所 熟知 的 无 理 数 除了 
me 以 及 /2 之 类 的 方 根 外 密 密 无 几 . 

例 2.6.5 在 C([a, 势 ) 中 ,至 少 在 一 点 可 微 的 连续 函数 全 体 是 第 一 纲 集 , 处 处 
不 可 微 的 连续 函数 全 体 是 第 二 纲 集 , 故 在 [a, 纪 上 的 连续 函数 中 ,至 少 在 一 点 可 微 
是 稀有 的 ,处 处 不 可 微 则 是 普遍 的 ， 

证 ERRER CCa bD dodh, 

A= (f € Cab): f 至少 在 一 点 可 微 }， 


A, = [f e Cla): 3: € Casbl,s.t. s <k,v li| <+), 


式 中 ,“s.t. "表示 “使 得 ", 则 AC Ü Ai. FEN ÜA REAR. 
如 果 我 们 能 证 明 A 是 闭 集 , 且 无 内 点 , 则 
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AD = A = @, 
从 而 有 A, 是 朴 集 ,结论 自然 可 得 . 
先 证 A, 是 闭 集 . V f€ AL, 3 (f) CA, 14 
dol faf) >0 CO 一 co)， 
故 由 例 2. 3. 3,{ 矿 } 一 致 收敛 到 大 由 fn EAr NI Itn E Cand], 1848 
|f.G,+h)— falta) | < k lhl. (2. 6. 1) 

HF Elab] it) Ai RAR, AAN REER, (t AKAFA, R 

ta—>tos to € [ab]. 
由 {f,) 的 一 致 收敛 性 , 知 Ye>>0, IN, EN, YE La, b], RE n>N, RA 


IAD-S <$; 
由 f 的 一 致 连续 性 , 知 36 二 0, 只 要 | 一 :| <6, 就 有 
IOO <+ 


FH >to A INEN, RE n>N: BA |z, —t | <8. 取 N=max (Ni, No) W 
当 n>N 后 ,就 有 
[|f.G,+ h) — footh)) <| falta +h) — foth) | + | fG, +h) — fto +h) | 


<$ = $ =e 
故 有 
falta +h) —> flo +h) (n—>œ). 
在 式 (2. 6. 1) 中 令 n=, RA 
[fl 十 站 一 Fa)| <k lhl, 
此 即 f€ Ai, 从 而 有 ALCA, ëk A, 是 闭 集 . 
再 证 A, 无 内 点 . 反 证 . 车 A, 有 内 点 Po, 则 了 6 之 0, 使 得 
Bs(fo) C Ar. 
构造 如 图 2-1 所 示 的 锡 齿 形 函 数 go, 使 得 它 每 一 段 斜 率 的 绝对 值 大 于 k, W 
g € Ar» 
但 由 于 
dol forgo) = max | fo — g0) | <, 
又 有 
go € Bi(fo) C Ar, 
矛盾 , 故 A, 无 内 点 . 
最 后 ,再 由 (CC[a,5]) ,qd ) 的 完备 性 , 知 处 处 不 可 微 的 连续 函数 全 体 是 第 二 
纲 集 . 
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|-|- 


图 2-1 go 的 构造 


日 常生 活 大 量 见 到 的 分 段 光滑 曲线 ,曾经 使 人 们 相信 连续 函数 在 几乎 所 有 的 
点 都 是 可 导 的 ,所 以 当 Weierstrass 于 1872 年 构造 出 第 一 个 用 解析 式 表 示 出 来 的 
处 处 不 可 微 的 连续 函数 时 ,就 一 举 震 惊 了 整个 柏林 数学 界 . Baire 纲 定理 的 神奇 之 
处 在 于 , 它 没有 去 构造 一 个 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 , 却 证 明了 此 类 函数 不 单 存 
在 ,而 且 数 量 多 得 惊人 ,这 充分 体现 了 泛 函 分 析 所 提供 的 抽象 空间 方法 对 解决 实际 
问题 的 有 效 性 . 


习题 26 
L 举例 说 明 厕 集 的 余 集 不 一 定 是 琉 集 . 
2. 证 明 :1*C[0,1])(1<p<oo) 中 的 非 负 画 数 的 全 体 是 一 个 玻 集 . 
3. 设 X=N, YnEX, 证 明 :{n) 为 第 二 纲 集 . 
+. 利用 Baire 网 定理 证 明 :; 闭 区 间 [a, 妇 是 不 可 数 集 . 
2.7 列 紧 性 与 紧 性 
1. 紧 集 的 概念 


在 RR 中 , 任 一 有 界 点 列 都 有 收敛 子 列 , 闭 区 间 的 任 一 开 覆 盖 必 有 有 限 子 覆 盖 ， 
因此 我 们 也 想 在 一 般 的 距离 空间 找到 类 似 于 R 中 的 有 界 集 (如 有 界 点 列 ) 有 界 闭 
集 ( 如 闭 区 间 ) 这 样 的 具有 良好 性 质 的 集合 . 


(1) 列 紧 性 与 紧 性 
定义 2.7.1 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 , 若 A 中 的 任 一 点 列 都 有 收敛 子 列 ， 
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则 称 A 为 列 紧 集 ; 若 A 中 的 任 一 点 列 都 有 收敛 于 A 的 子 列 , 则 称 A 为 紧 集 . 

列 紧 集 与 紧 集 的 区 别 在 于 :前 者 只 要 求 极限 属于 大 空间 XX; 后 者 则 要 求 极限 属 
于 集合 本 身 . 当 X 为 列 紧 集 时 ,X 必 为 紧 集 ,此 时 称 X 为 紧 空间 . 

由 定义 不 难看 出 : 

1° 列 紧 集 的 子 集 是 列 紧 集 ; 

2” 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 集 . 

例 2.7.1 任 一 距离 空间 中 的 有 限 集 都 是 紧 集 . 

证 设 A 是 一 有 限 集 , 则 A 中 的 任 一 点 列 中 至 少 有 一 元 素 无 限 重复 ,车 记 此 
元 素 为 a, 则 

es 

就 是 它 的 一 个 收敛 子 列 , 且 其 极限 a€ A, 故 A 是 紧 集 . 

例 2.7.2 开 区 间 (a,5) 是 R 中 的 列 紧 集 ,但 不 是 紧 集 ,因为 点 列 

=. =a+l-a (n— eco), 

Mi ag (a,b). 

例 2.7.3 R" 中 的 有 界 集 是 列 紧 集 ,有 界 闭 集 是 紧 集 ,但 R" 不 是 紧 空 间 , 例 
如 ,R 中 的 点 列 {z} 无 收敛 子 列 ， 

E 一 般 距离 空间 中 的 有 界 集 不 一 定 是 列 紧 集 ,例如 LC rD PHEA 
RKR (sinn: } 是 有 界 集 : 


dlsinu,0) 一 (| sin*nedt)? = (IE 1—eos2nt gp)? = /x, 
(sinnt } 落 在 L?*([ 一 x,x]) 中 一 半径 为 /x 的 球面 上 ,但 {sinnt} 不 是 列 紧 集 ,因为 其 
中 任意 两 个 不 同 元 素 的 距离 
d(sinmt ,sinnt) = (F. (sinmt sinnt)*ar)1 = /2x, 
故 不 存在 收敛 子 列 . 
(2) 全 有 界 性 
为 了 进一步 刻画 列 紧 集 ,我 们 引信 全 有 界 集 的 概念 . 


定义 2.7.2 设 A 是 距离 空间 X 的 子 集 , 若 Ye>0, 3 N= 二 N(e)EN 及 有 限 
点 集 {ziyzz，…zN}CX, 使 得 
ACÜB.GƏ, 
BA 有 任意 半径 的 有 限 开 球 覆盖 , 则 称 A 是 全 有 界 的 . 
由 定义 不 难看 出 : 
1 全 有 界 集 是 有 界 集 ; 
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2” 全 有 界 集 的 子 集 是 全 有 界 集 . 

注 ER 中 ,全 有 界 性 与 有 界 性 是 等 价 的 ,但 在 一 般 距 离 空间 中 有 界 集 不 一 
定 是 全 有 界 集 . 

例如 ,由 例 2.7.3 注 ,L*([ 一 x,x]) 中 的 三 角 函 数 系 {sinnt} 是 有 界 集 ,但 由 于 
其 中 任意 两 个 不 同 元 素 的 距离 为 V2x, 故 任 一 半径 为 1 的 开 球 最 多 包含 {sinnt} 中 
的 一 个 元 素 ,从 而 {sinnt} 不 存在 半径 为 1 的 有 限 开 球 覆 盖 , 故 不 是 全 有 界 的 . 


2. 紧 集 的 性 质 
D 紧 性 、 列 紧 性 与 全 有 界 性 的 关系 


定理 2.7.1 列 紧 集 必 是 全 有 界 的 . 

证 反 证 . 设 A 是 列 紧 集 但 不 是 全 有 界 的 , 则 习 e>0, 使 得 A 没有 半径 为 e 的 
有 限 开 球 覆 盖 . 此 时 , 任 取 ziEA, 3 rzEA, 使 得 

d(z1,T2) >e, 
否则 {B.(zi)} 就 是 A 的 一 个 半径 为 es 的 有 限 开 球 覆盖 . 同 理 , 3 x; € A, 使 得 
dziyzs) >£ (i=1,2), 

否则 {B,(zi),B.(zs)} 就 是 A 的 一 个 半径 为 es 的 有 限 开 球 覆盖 . 如 此 ,我 们 得 到 一 
个 点 列 {zx,}, 它 的 任意 两 个 不 同 元 素 间 的 距离 不 小 于 e, 故 没有 收敛 子 列 , 这 与 A 
的 列 紧 性 矛盾 , 故 A 是 全 有 界 的 . 证 毕 . 

定理 2.7.2 全 有 界 集 必 是 可 分 的 . 


证 设 A 是 全 有 界 集 , 则 YnEN, 存 在 A 的 半径 为 元 的 有 限 开 球 柳 盖 


n BCzp) DA, 
JH EB} GNAM 
Ú Bı (y) DA, 
令 
B, = P, B=Ü B. 
W B 7%, H V z€ A, J z, €B,CB, {844 
d(z,,z) <1, 
故 有 z,— z, Ai 
BCACB, 
故 A 可 分 .证 毕 . 


综 上 所 述 , 紧 性 、 列 紧 性 ,全 有 界 性 有 界 性 、 可 分 性 之 间 有 下 列 关 系 : 
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有 界 ; 


紧 一 列 紧 一 全 有 界 一 可 分 . 


(2) 有 关 紧 性 与 列 紧 性 的 几 个 等 价 定理 


定理 2.7.3 ”对 距离 空间 X 的 子 集 A ,下 列 条 件 等 价 : 

Q@ A 是 紧 集 ; 

@ A 是 列 紧 的 闭 集 ; 

@ A 的 任 一 开 覆 盖 必 有 有 限 子 覆盖 . 

由 定理 2.7. 3 可 以 看 出 , 紧 集 继承 了 R 中 闭 区 间 的 有 限 覆盖 定理 ,就 像 列 紧 
RART R 中 有 界 点 列 的 列 紧 性 定理 一 样 . 

定理 2.7.4 对 完备 距离 空间 X 的 子 集 A ,下 列 条 件 等 价 : 

O A 是 列 紧 集 ; 

@ A 是 全 有 界 集 . 

证 @=@: 由 定理 2.7. 1 保证. 

OO=>@: 设 A 是 全 有 界 集 ,{z} 是 A 中 的 任 一 点 列 , 下 证 {zx,} 必 有 收敛 子 列 . 

车 {zx,} 中 只 有 有 限 个 点 , 则 结论 显然 成 立 ; 

若 {z,} 中 含有 无 限 多 个 互 不 相同 的 点 , 记 其 全 体 为 A M ACA. 由 A 的 全 
有 界 性 , 知 A。 也 是 全 有 界 的 , 故 A。 有 半径 为 1 的 有 限 开 球 覆盖 ,其 中 必 有 一 开 球 
B, 含有 Aj 中 无 限 多 个 点 . 记 

A = A N Bı» 
WA 也 是 全 有 界 的 , 故 A, 有 半径 为 1/2 的 有 限 开 球 覆盖 ,其 中 必 有 一 开 球 B, 含 
有 A 中 无 限 多 个 点 . 记 
A: = A N Bz, 
仿照 上 述 过 程 ,可 得 一 列 无 限 集 
A, DA: Ə-- DA, D", 
其 中 每 个 集合 的 直径 
diamA, < diamB, = 2. 
任 取 yn EAn Wyn (z, AFA, B 4 mnk Bi Af 
dG) S20 一 co)， 


Hlyn) Cauchy 列 ,由 X 的 完备 性 , 知 {y,} 收 敛 , 即 {z,} 有 收敛 子 列 {y,) ,从 而 有 
和 A 列 紧 .证 毕 . 

定理 2.7.5 对 距离 空间 X, 下 列 条 件 等 价 : 

O X 是 紧 空间 ; 
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© X 是 列 紧 空 间 ， 
@ X 是 全 有 界 的 完备 空间 . 


3. 紧 性 的 判定 


由 于 紧 集 就 是 闭 的 列 紧 集 , 故 只 需 给 出 列 紧 性 的 判别 法 . 

定理 2.7.6 在 n 维 Euclid 空 间 (R",qds) 中 ,车 ACR", 则 

1° A 是 列 紧 集 SA RARR: 

2 A ERROSA 是 有 界 闭 集 . 

定理 2.7.7 (ArzelaD-Ascoli@ 定理 ) 在 连续 函数 空间 (CC([a,5b]),d.) 中 ,其 
任 一 子 集 A 列 紧 的 充分 必要 条 件 是 ; 

1 A 一 致 有 界 , 即 3 M>0, 使 对 YrzEA,tE[a,5b], 有 

lz) | <M; 

2° A 等 度 连续 , 即 V e2>0, 33=8)>0, E3 YrEA, t,t € [a,b], RE 

[ti =t: | <8, RA 
(alti) — xlt) | <e. 
52.7.4 证 明 ， 


A= [z 200) = sin ton EN 


是 (C([0,1]),d- ) 中 的 列 紧 集 . 
证 由 于 |z,(i| 往 1, 故人 A 是 一 致 有 界 的 ;对 Ye>0, 取 


=E, 
x 
WX} V rEA,t st E[0,1], RE |ti —t: | <0, RA 
|an Ct) — z(t) | =|sin £n — sin Zr 


2sin PAGI — t)cos AGI +t) 


< |2sin PAS =) 


<f latl Krila el <e 
故 A 是 等 度 连续 的 ,再 由 Arzela-Ascoli 定理 ,A 为 列 紧 集 . 证 毕 . 
4. 紧 集 上 的 连续 映射 
定理 2.7.8 若 了 是 距离 空间 X 到 Y 的 连续 映射 , 则 了 将 X 中 的 紧 集 映射 为 


O 阿尔 泽 拉 (1847 一 1912 年 ), 意 大 利 数学 家 . 
© 阿 斯 科 利 (1843 一 1896 年 ) ,意大利 数 学 家 . 
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Y 中 的 紧 集 . 

证 设 A 为 X 的 紧 子 集 ,{y.) 为 /(A) 中 的 一 个 点 列 , 则 有 A 中 的 点 列 {z,} 
使 得 

ys» = f(z,). 
H A 的 紧 性 , 知 存在 {z,} 的 一 个 子 列 {zs kek] A 中 的 一 点 ro. 此 时 ， 
limy,, = limf(z,,) = f(x) € f(A), 

故 f(A) 是 Y 中 的 紧 集 .证 毕 . 

由 定理 的 证 明 过 程 不 难看 出 ,连续 映射 还 将 列 紧 集 映 为 列 紧 集 . 

此 外 , 闭 区 间 上 连续 函数 的 许多 性 质 都 可 以 推广 到 一 般 距离 空间 中 的 紧 集 上 . 
例如 : 

定理 2.7.9 设 X 是 距离 空间 ,f 是 X 中 的 紧 集 A 上 的 连续 泛 函 , 则 

1° f 在 A LARREA 上 达到 它 的 上 、 下 确 界 ; 

2° f 在 A 上 一 致 连续 . 


习题 2.7 


1. 证 明 :R" 中 的 有 界 集 是 列 紧 集 . 
2. 设 A, B 是 距离 空间 X 的 紧 子 集 ,证 明 : 3z EA, y E€ B, 使 得 
d(A,B) = d(xzo ,0). 
3. 设 A, B 是 距离 空间 X 的 紧 子 集 ,证 明 : 
ANB=Ø © dA,B)>0. 
4. 证 明 : 若 距离 空间 X 是 紧 的 , 则 X 是 完备 的 . 


2.8 压缩 映射 原理 及 其 应 用 


1. 压缩 映射 与 不 动 点 


计算 方程 的 近似 解 ,始终 是 数学 应 用 中 的 基本 课题 . 关于 多 项 式 方程 根 的 近似 
计算 ,最 常用 的 技巧 就 是 逐次 迭代 法 ,Banach 于 1922 年 将 其 用 距离 空间 中 压缩 映 
射 的 不 动 点 概念 提炼 成 一 般 方法 ,这 就 是 著名 的 Banach 不 动 点 定理 或 压缩 映射 原 
理 , 目 前 已 成 为 非 线性 泛 函 分 析 的 一 个 重要 内 容 . 

定义 2.8.1 设 (X,d) 为 距离 空间 ,T:X->X 是 X 到 自身 的 一 个 自 映射 , 若 存 
ER OOK) ,使 对 Yz,yEX, 有 

d(Tzr,Ty) < 0d(z,y), 

则 称 T HX 上 的 压缩 映射 . 

由 定义 可 以 看 出 , Ye>>0, 取 6=e/0, 则 当 d(z,y)<6 时 ,就 有 

d(Tzr,Ty) < 04(z,y) < e, 
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故 压缩 映射 是 X 上 的 连续 映射 . 
定义 2.8.2 对 和 上 的 自 映射 工 , 若 习 z” EX, 使 得 
Tr "一 z， 
则 称 z" 为 工 的 一 个 不 动 点 . 
对 一 般 的 方程 f(x) 二 0, 若 令 T=f 十 I, 其 中 了 为 恒 等 映 射 , 则 有 
Tr==x= ` 


从 而 可 将 方程 求解 的 问题 转化 为 求 T 的 不 动 点 问题 . 
2. 压缩 映射 原理 


定理 2. 8. 1( 压 缩 映射 原理 ) 设 X 是 完备 的 距离 空间 ,T:X-~~X 是 一 压缩 映 
射 , 则 工 在 X 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
证 存在 性 : 任 取 一 个 初始 点 mmEX, 作 和 迭代 序列 


xı = Txo, Te 一 Tri，…， Len 一 Treo， …， 
则 有 
dzyzeH) =d(Txz,.,, Tr,) < Od (Ewi En) 
<0*d(=, , Emi) < O'd Cto 21), 
于 是 对 正 整数 p, 有 
Alans Ento) <d(CzoyzeH) + d(z, z.) Heee H Adl Enpi Ento) 
[KHO e H0 l)d(zo m) (2. 8. 1) 


<H 0H dlto x1) 
= 
1—9 
#k(z,)28 Cauchy 列 ,由 X 的 完备 性 , 知 3x" EX, 使 得 
z 一 工 (n— e°). 
由 于 压缩 映射 是 连续 映射 , 故 
Ta* T limz, limTz, limz;a r 2 
ATA z" 为 工 的 一 个 不 动 点 . 
唯一 性 : 设 ”为 工 的 另 一 个 不 动 点 , 则 有 
d(z=`,y*) = d(Tx* ,Ty*) < 0d4G' y"), 
但 0<9<1, 故 


d(zoT1) >0 (n— eo), 


dl(z’ ,y'`) = 0, 
y" =='* .证 毕 . 
注 压缩 映射 原理 中 的 完备 性 条 件 是 不 可 少 的 ,例如 在 不 完备 距离 空间 X= 
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(0,1] 中 , 自 映射 
Taz 


是 压缩 映射 但 没有 不 动 点 . 
在 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 得 到 一 个 估计 式 (2. 8. 1) : 


dG) < Y dG, Tao), 
令 p>co, 即 得 


dlana" ) < A dG, Tro), (2. 8.2) 


这 就 是 用 迭代 法 求 不 动 点 时 的 收敛 速度 的 估计 式 . 
作为 压缩 映射 原理 的 一 个 推广 ,我 们 有 : 
定理 2.8.2 ÜA 为 完备 距离 空间 X 中 的 非 空 间 子 集 ， 
T.A >A. 
车 3nEN, 使 得 T" 为 A 上 的 压缩 映射 , 则 TEA 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
证 存在 性 :由 于 4 是 闭 集 , 故 4 为 X 的 完备 子 空间 ,在 A 上 压缩 映射 原理 
成 立 , 从 而 知 T" 在 A 上 有 不 动 点 zx* .此 时 ， 
T"(Tz*)= T(T"z=*) = Tz*, 
即 Tx* 也 为 T" 在 A 上 的 不 动 点 , 故 由 不 动 点 的 唯一 性 ,得 
Tr*' = =°, 
Bp z" ë 的 不 动 点 . 
唯一 性 : 设 y "为 工 的 另 一 不 动 点 , 则 它 也 是 T" 的 不 动 点 ,由 T" 的 不 动 点 的 唯 
一 性 , 知 y" =ar". WEHE. 


3. 压缩 映射 原理 的 应 用 
(1) 求 方程 的 近似 解 


定理 2.8.3 设 f:R->R 是 可 微 映射 , 且 
If(W|<0<1, 

则 方程 f(x) 二 zx 有 唯一 解 . 

证 H Lagrange 中 值 定理 ,有 

|fG)— sf] = Iree] Koly], 

故 了 是 完备 距离 空间 R 上 的 压缩 映射 , 故 由 压缩 映射 原理 ,方程 f (z) = = 有 了 唯 
一 解 . 

例 2.8.1 求 方程 刀 十 zx 一 1=0 的 根 . 

E 令 g(z)= 式 十 zx 一 1, 则 f 单 增 , 且 
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g(0.5) 一 一 0. 46875， g(1)=1, 
故 方程 有 唯一 根 且 根 在 [0. 5,1] 内 . 原 方程 可 以 写成 1 一 zx’ 二 xz, 问题 就 转化 为 求 
fæ) = 1—= 
的 不 动 点 问题 ,但 由 于 z 不 是 压缩 映射 , 故 不 能 使 用 压缩 映射 原理 . 实际 上 , 原 方 
程 等 价 于 
《1 一 jz 十 MI 一 到 ) = 


f(D = 3z++ü a), 
则 f #[0.5,1] EWE 
Irwl=|$-4xa| <4, 
故 了 是 [0.5,1] 上 的 压缩 映射 . 
取 zo 二 0.75, 作 选 代 序 列 zri 二 f(z,), 则 有 

zı =0.7521, zs 一 0.7533， zs = 0.7540， 

x, = 0.7544, x; = 0.7546, ze 一 0.7547， 

xı = 0.7548, zs = 0. 7548, aoa 
若 取 近 似 解 为 zs 二 0.7548, 则 由 式 (2. 8. 2) ,其 误差 

|0.7548 — z* |< (0:15 10. 7521 — 0. 75 | = 0. 0008. 


(2) 证 明 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 
定理 2. 8. 4( 常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 ) 对 初 值 问题 


dz 
= ft), 
人 (2. 8. 3) 


z| _。 = Tos 
其 中 f(x,t) 在 平面 上 连续 且 关于 工 满足 Lipschitz? 条 件 
[f(z Dd fOD < K |=—y| + 
则 定 解 问题 (2. 8. 3) 有 唯一 解 . 
证 为 了 利用 压缩 映射 原理 ,我 们 先 将 问题 局 限 在 以 为 中 心 的 某 一 闭 区 间 
[4 一 6, 如 十 0] 内 . 由 于 定 解 问题 (2. 8. 3) 等 价 于 方程 


20) = > +f f(z ,Ddt 


O 利 普 希 蒋 (1832 一 1903 年 ), 德 国 数学 家 . 
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有 连续 解 , 故 在 完备 距离 空间 (C([z 一 6, 十 9]),d-) 中 ,定义 
Tr = z+) flz(D ,Dar, 
则 原 方程 的 解 就 是 工 的 不 动 点 . 由 于 
ds Che, Ty) = max || faoa- read 


telni] 


< max |Ë. f(z, — F as 


< Kz) — yG) las] 


max | f, 
teliga] 


<K 


Phen max |f seld max | (9) 一 (91 dj| 


<Kò max |z(O —y(O| 
t€[t⁄ —8.to+6] 


<Kàd. (z=,y), 
ÍR <E I M| TECC toH] rdo) ERER, T EER 


z* (0 € Clt —Ə,t +D, 
此 即 定 解 问题 在 [to 一 6,to 十 6] 上 的 唯一 解 . 
同 理 , 在 完备 距离 空间 (C([to ,to 十 26]),d-) 中 ,方程 在 初 值 
Tliet =z=° (加 十 2) 
下 也 有 唯一 解 =” G) , k 4 f fE P< Coto +ó] E 55 z" (世相 同 , 故 解 延 拓 到 了 
[to— 8, to +28]. 依 此 类 推 , 解 可 以 延 拓 到 整个 实 轴 上 . 证 毕 . 
例 2.8.2 考察 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
alt) = fA) 十 入 下 K (t,s)x(s)ds, 


其 中 4 为 参数 ,fEL?([a,6]) ,积分 核 
K(t,s) € L:([a,b] X [a,b], 
证 明 ; 当 |4| 充 分 小 时 ,方程 有 唯一 解 -EL?([a,5]). 
证 YrEL’ [a b), 4 


TDO = fO +A | Ka, zds, 
则 由 Holder 不 等 式 ， 
f |Ë gaszcas| as< 六 [epa zu]u 


O 弗 雷 德 霹 姆 (1866 一 1927 年 ) ,瑞典 数学 家 ,积分 方程 一 般 理 论 的 创始 人 之 一 . 
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<Í z?(s)ds + IN i K? (t,s)dsdt < co 


知 TrEL*([a,6]), 故 是 L*([a,6]) 到 自身 的 映射 , 则 方程 的 解 就 是 了 的 不 动 
点 .由 于 


dz,TD)=[ ITO- Tyo la] 
-[f hf kestro- a] 
<la [f (Ë keas f Ieo — ceo asja] 


=ļal [f f’ Keds] acy), 
取 |X| 充 分 小 ,使 得 
l [É Í K'G,9asa: J ST, 
MJ T 为 压缩 映射 , 故 存在 唯一 的 不 动 点 z" EL? ([a,5]), 即 积分 方程 有 唯一 的 平 
方 可 积 解 , 且 z* 是 迭代 序列 
2D = fO HA |’ Ke Dz Gds 
的 极限 ,其 中 ro OTR L: Ca bD PIERRA. 
习题 28 
1. 设 X=[1, 十 co) 是 尺 的 于 空间 ,T;X-~X 定 义 为 
Tz = 于 + 士 ， 
证 明 : 了 是 压缩 映射 并 求 出 了 的 不 动 点 . 
2. BA gE CC[0,1]) ,证 明 函 数 方程 
z(D=Fsinz(D + 
在 [0,1] 上 存在 唯一 的 连续 解 . 
3. ARERIA 
m +4r—2=0 
的 根 ,并 估计 近似 解 的 误差 
4. 考察 Volterra 积分 方程 


2O = OHA Ks Dz ds, 
其 中 f€ C([a,b]), KG, sy € C([a,b]X[a,b]) ER: ARAA rE CCa, b]. 


O 活 尔 泰 拉 (1860 一 1940 年 ), 意 大 利 数学 家 ,积分 方程 一 般 理论 的 创始 人 之 一 . 
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距离 空间 推广 了 Euclid 空间 的 分 析 性 质 和 拓扑 性 质 ,在 一 般 集合 上 建立 了 距 
离 . 极 限 、 开 集 、 闭 集 等 概念 ,但 没有 推广 Euclid 空间 的 代数 性 质 (例如 ,向 量 的 加 
法 与 数 乘 ) ,使 得 它 在 处 理 从 工程 技术 中 提炼 出 来 的 大 量 线性 与 非 线性 问题 时 显得 
力不从心 . 本 章 从 线性 空间 入 手 ,介绍 一 类 同时 具有 拓扑 结构 和 代数 结构 的 空 
间 一 一 赋 范 线性 空间 ,并 重点 讨论 完备 的 赋 范 空间 一 一 Banach 空间 的 特性 . 


3.1 线性 空间 


1. 线性 空间 的 概念 
(1) 线性 空间 


定义 3.1.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,K 是 数 域 (实数 域 R 或 复数 域 C),X 称 为 
OR K 上 的 线性 空间 , 若 Yx,yEX, 都 有 唯一 的 一 个 元 素 z€ X 与 之 对 应 , 称 为 工 
与 的 和 , 记 作 

z=zr+y; 
VXEX,aEK, 都 有 了 唯一 的 一 个 元 素 u€ X 与 之 对 应 , 称 为 a 与 x 的 积 , 记 作 
u= az. 
且 Yz,y,zEXa,pEK, 上 述 的 加 法 与 数 乘 运算 ( 称 为 线性 运算 ) 满 足下 列 8 条 运 
算 规 律 : 

1° z+y=y+x; 

2° (zx+y)+z=z+(y+z); 

3 在 X 中 存在 零 元 素 0( 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,可 径 记 为 0) ,使 得 Y z€ X, 


0 十 工 一 并 
4° YzEX, 存 在 负 元 素 一 EX, 使 得 
z+ C) =h 
5° 1° z=z; 
6° a(8z)— (aB); 


7”(a 十 B)z 一 az 十 Br; 
8° a(z=+ y) =az+ay. 
34 K=R 时 , 称 X 为 实 线性 空间 ;当天 一 C 时 , 称 X 为 复线 性 空间 . 


3.1 线性 空间 . 71. 


注 ”由 于 线性 空间 中 的 加 法 与 数 乘 运 算是 n 维 向 量 空间 中 的 加 法 与 数 乘 运算 
的 直接 推广 , 故 线性 空间 也 条 为 向 量 空间 ,其 中 的 元 素 也 称 为 向 量 (或 点 ). 

例 3.1.1 R",R™ ,1?,! 以 及 收敛 数列 空间 

c= {(x zÜ see) lima, 存在 } 

按照 向 量 的 加 法 与 数 乘 运算 都 是 线性 空间 . 

例 3.1.2 设 互 为 R 中 的 可 测 集 , 则 CE), CE), L’ (EAR E JLP AAE 
有 界 可 测 函 数 空间 

L”(E) = (f: f fEE 上 可 测 , 3 E, C E,m(E,) = 0,s. t. 2i. | f(z) |< e°) 

按照 函数 的 加 法 与 数 乘 运算 都 是 线性 空间 . 

(2) 线性 子 空间 


定义 3.1.2 设 M 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 若 M 对 X 上 的 线性 运算 封闭 ， 

即 Yx,yEXX,a,BEK, 都 有 
az 十 py € M, 

则 称 M Jë X 的 线性 子 空间 ,简称 子 空间 . 

注 若 MX, 则 称 M 是 X 的 真子 空间 . 

定义 3.1.3 设 A 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 ,M 是 X 的 子 空间 ,ACM, 且 对 
X 的 任 一 包含 A 的 子 空间 已, 都 有 

MCP, 

则 称 M 为 由 A 张 成 的 子 空间 或 A 的 线性 包 , 记 作 spanA. 

命题 3.1.1 设 A 是 线性 空间 X 的 非 空子 集 , 则 


spanA = (Y) azi € Ksa, € Asn € N). 
证 ，“ 记 等 式 右 仙 为 M, 则 yz,yEM, Jatz dnn EA, i 
EN y= lanza. 
YaEK, 由 加 u 


mim 


z 十 y 一 2) a € M, 
各 


ax =X aast, € M, 


知 M 对 线性 运算 封闭 , 故 M 为 和 的 线性 子 空间 ; 又 和 的 包含 A 的 任 一 线性 子 空 
间 均 须 包 含 形 如 


D at, a € K, z €A, n€N 
k=l 
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的 向 量 , 故 M 是 包含 A 的 最 小 线性 子 空间 . 证 毕 . 
(3) 直 和 


定义 3.1.4 设 A,B 为 线性 空间 X 的 两 个 子 集 , 称 集合 
(a+b:a€ A,b€ B) 
为 A 与 也 的 和 , 记 作 A+ B. 
定义 3.1.5 设 A,B 是 线性 空间 X 的 子 空 间 , 若 YzEX, 有 唯一 分 解 
r=a+b, a€A, b€ B, 
则 称 X 为 A 与 B 的 直 和 , 记 作 X=A@B. 
定理 3.1.1 设 A,B 是 线性 空间 X 的 子 空间 ,X 一 A 十 B, 则 
X=A@B @ ANB= {0}. 
证 必要 性 :YrzEANB, 由 0EANMB, 得 
并 一 Z 十 0 一 0 十 zy 
再 由 分 解 的 唯一 性 ,得 zx= 一 0, 故 A 门 B 一 (0}. 
充分 性 : VYzEX, 若 有 
xz=a +b =a +b, asa € A, bib: € B, 
则 有 
a —a =b —b € A N B= (0), 
从 而 有 aa —a| =b: — b =0, Bl) 
a =a b =b, 


故 由 分 解 的 唯一 性 得 X— AGB, EHE. 
(4) hk 


定义 3.1.6 设 A 是 线性 空间 X 的 子 集 , 若 Vz,yEA, 以 zy 为 端点 的 线段 
L(z,y) = {ar +A —A)y:0 KA <1} CA, 


则 称 A 为 凸 集 . 
例 3.1.3 X 的 子 空间 以 及 X 中 的 开 球 与 闭 球 都 是 凸 集 . 
2. 线性 空间 的 维 数 


(1) 线性 相关 与 线性 无 关 


定义 3.1.7 设 X 为 线性 空间 ,zi,zz，…,zeEX. 若 存在 不 全 为 0 的 数 al, 
az, a, EK, {E44 
azl +asz+ + *** +a,z, = 0, 
则 称 向 量 组 zi ,zz，…,z 是 线性 相关 的 ,否则 称 为 线性 无 关 . 
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定义 3.1.8 P rEX, Ë Jasa a, EK, T s225, In E X, 4848 
X= at Hart Hee +a,zr,, 


则 称 z 可 由 向 量 组 zx! zo, z, 线性 表示 . 
(2) 维 数 与 基 


定义 3.1.9 šX 为 线性 空间 , 若 在 X 中 存在 =” 个 线性 无 关 的 向 量 , 使 得 Xx 
中 任 一 向 量 可 由 这 个 向 量 线性 表示 , 则 称 其 为 X 的 一 个 基 , 称 ”为 X 的 维 数 
《dimension) , 记 作 dimX=n. 

定义 3.1.10 设 X 为 线性 空间 , 若 YzEN, 在 X 中 存在 ”个 线性 无 关 的 向 
量 , 则 称 X 是 无 限 维 的 , 记 作 


dimX = co. 
例 3.1.4 凡是 无 限 维 的 . 
证 YnEN, 令 
e = (0,%%,0,1,0,%°°), 
Aat 
We € P, B H 
aiei Hazer ++ +a,e, = 0, 

可 得 


(aras, s a, ,0,:.) 一 (0,0,0,0，) ， 
ai 一 az 一 … 一 an 一 0， 

从 而 有 {e ,es，… ,es) 是 线性 无 关 的 . 再 由 的 任意 性 , 知 P 是 无 限 维 的 . 

93.1.5 C'([a,5]) 是 无 限 维 的 . 

证 YnEN, 今 

ai Ta|Ír+as,z + +a,r— = 0, 
得 a 一 az 一 … 一 as 一 0, 故 
{lizz sea) C Ci ([a,b]) 

是 线性 无 关 的 . 再 由 n 的 任意 性 , 知 C+([a,5]) 是 无 限 维 的 . 


3. 线性 空间 的 同 构 
(1) 线性 映射 


定义 3.1.11 Ü X,Y 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,T:X->Y, 若 VY zx,yEX,a,BE 
K, 有 
T(ar +8y) =aTz 十 ETy， 
则 称 T 为 线性 映射 (或 线性 算 子 .线性 变换 ). 
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(2) 线性 同 构 


定义 3.1.12 H X,Y 是 线性 空间 ,T:X->Y 是 一 一 对 应 的 线性 映射 , 则 称 T 
为 X 到 Y 的 线性 同 构 映 射 , 并 称 X 与 了 线性 同 构 . 

线性 同 构 也 是 一 种 等 价 关系 . 

例 3.1.6 数 域 K 上 的 维 线性 空间 X 与 K" 线性 同 构 . 

证 设 {e1,e,…,e) 为 X 的 一 个 基 , 则 VzEX, al,as,…,anEK, 使 得 


x= ae, 十 azez 十 … 十 anen。 


$ T: X—K" 为 
Tx = (avas, ssa,), 
MJ THX 到 K" 的 线性 同 构 映 射 , 故 X 与 K" 线性 同 构 . 
习 题 3.1 


1. 证 明 :线性 空间 中 的 零 元 素 0 是 唯一 的 . 
2. 对 极限 为 0 的 数列 空间 
co = (Gn sze tss) limz, = 0), 
按 自然 方式 定义 加 法 与 数 乘 ， 
Cai szat) + (nye 
) 


) = (G + yum T yr), 


CETE T (atı satz»). 


证 明 :c 是 线性 空间 . 
3. 设 M, aE 刀 是 线性 空间 X 的 线性 子 空间 ,证 明 : 
QM. 
“et 
也 是 X 的 线性 子 空 间 . 
4. ER: L Ca bD EEREN. 


3.2 赋 范 空间 


1. 赋 范 空间 的 概念 


定义 3.2.1 设 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 若 YzEX, 都 有 一 个 实数 | = | 
与 之 对 应 ,使 得 Yz,yEX,aEK, 下 列 范 数 公 理 成 立 ; 
1° 正定 性 
lz] >0, lzl=0© z=0; 
2° 绝对 齐 次 性 
laz || =la] lzll; 


3° 三 角 不 等 式 
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z+yl < lzi + lyl, 

则 称 || = || 为 z 的 范 数 ,X 为 K 上 的 赋 范 空间 , 记 作 CX, || ° || ). 
Æ 当 K=R 时 , 称 X 为 实 赋 范 空间 ; 当 K=C 时 , 称 X 为 复 赋 范 空间 . 
命题 3.2.1 BX, |: 1) 为 赋 范 空间 , 则 Yzx,yEX, 有 

llel — yl l| < z—yl. 
证 由 三 角 不 等 式 ,有 
lz] = 上 zx 一 > 十 ?1 入 1z 一 > 外 十 1 1， 
lyl =ly—z+zl < lz—yl + zl, 
移 项 ,得 
zl = yl 入 1z 一 >1， 
?| 一 1zl 和 lz 一 >1， 

合 之 ,得 

[Hæll olyll< lz—yl. 

证 毕 . 


例 3.2.1 VxER, 定 义 
lzl = =l, 
WCR, | + | ) 是 赋 范 空间 . 
例 3.2.2 VYz=(z1,…,Zz,)ER", 定 义 


lzl,= (X 12192, 1<p<~, 
lz || = max |z|, 
1<k<n 
WR, | .1 (1 过 pco) 均 为 赋 范 空间 . 
注 || * 1; 称 为 Euclid 范 数 . 
例 3.2.3 对 pp 次 短 可 和 数列 空间 1?, 定 义 


lzl,= (221219), 

W, | | ，) 为 赋 范 空间 . 

证 Vz=(zyz…),y 一 (yy …)ELsaEK, 按 自然 方式 定义 加 法 和 
数 乘 

ZI 二 y= Qi j+ yz: +y), 
az = (aziyazrz，…)， 

则 p 是 个 线性 空间 . BR, |- | 满足 范 数 公 理 的 前 两 条 ,下 证 三 角 不 等 式 . 

由 Minkowski 不 等 式 , 有 


性 $ 
lz+yl,=(2> l+ yl)’ 
= 
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<(B lal)? + (2 lal 
=l =l,+ yl, 
故 | | ERR. 是 赋 范 空间 . 
例 3.2.4 对 0 上 的 有 界 函数 空间 
B(Q) = {u:sup lu) | < eo), 
tE. 
定义 
Mullo = sup lue), 


W Ie lo E Q EKARA LARA BO), | ° 上 。) 为 赋 范 空间 . 
2. 赋 范 空间 中 的 距离 与 极限 
d) 由 范 数 诱导 的 距离 


对 赋 范 空间 (X, | * | ) , 若 定 义 
dlz,y) = |z—yl, 
则 a 满足 距离 的 三 个 条 件 , 故 在 距离 d 下 ,(X,d) 成 为 一 个 距离 空间 . 
那么 ,对 于 定义 了 线性 运算 的 距离 空间 (X,d) ,能 否定 义 
lzl = d(x,0) 
而 使 得 X RARES? 回答 是 否定 的 . 
例 3.2.5 数列 空间 R” 按 距离 


— s [z — y 
daw = X ma ln wD 
不 能 扩展 为 赋 范 空间 . 
证 记 | l| ==d(z,0), 其 中 60 为 R” 中 的 零 元 素 (0,0,…), 取 
工 一 (1,1,…)， 
则 
ES 下 
lzl = 2G+D 2’ 
Bx z. Š 
l 2z l = 2042 3’ 
从 而 有 
l2z] 2 zl, 
Bp || z || 不 满足 绝对 齐 次 性 , 故 | z= | 不 是 范 数 . 
(2) 依 范 数 收敛 


在 由 范 数 诱导 的 距离 下 , 赋 范 空间 中 的 点 列 收敛 zz 等 价 于 
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d(xz,,z) = |=z,—z| -一 0 (一 co)， 
故 也 称 {z。} 依 范 数 收敛 于 r. 
下 面 介绍 两 个 连续 性 定理 . 
定理 3.2.1 范 数 |z|| 是 的 连续 泛 函 . 
证 设 在 X 中 有 zz, 则 由 命题 3.2.1, 有 
Lled ells zal o, 
故 有 
lim |z, | = lzl. 
证 毕 . 
定理 3.2.2 赋 范 空间 中 的 加 法 与 数 乘 运算 是 连续 的 . 
证 BEX PA >r, yry Mh 
lety ata | < leall + yyl 一 0 
NIM nokt, £, Hyr rty; 
设 数列 ar>a, W lan) fi L, AT tH 
larta —az || < ll|a,z, — anx || + Il anz —az | 
=|| leall + laal 1zl 一 0 


知 当 nocoh antn >ar. 证 毕 . 
(3) 积 空间 与 积 范 数 


定义 3.2.2 Ü X,Y 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 则 VYz;EX,yEY(i=1,2)， 
a,BEK, 直 积 集 XXY 在 线性 运算 
a(zi,xi) RB(z2,y2) = (aritRrz ,ay + By:) 
下 成 为 K 上 的 线性 空间 , 称 为 X 与 Y 的 积 空间 . 
设 (X, l+ lD Y, || ° |) 是 赋 范 空间 , 则 积 空间 XX Y 在 范 数 
l 9) |, =C æ g+ Iy pF 
|| (æy) ||- =max (|| zl x yl y) 
下 均 成 为 赋 范 空间 , 且 
l Cany) la> © zlx—0,ly lr—0 
S r,—0,y,—> 0 
(入 pce), 即 它们 导出 的 收敛 都 是 按 坐 标 收敛 , 故 通称 为 积 范 数 . 
在 未 加 说 明 时 ,在 积 空间 中 总 使 用 积 范 数 . 


3. 赋 范 空间 中 的 级 数 与 Schander 基 
定义 3.2.3 设 {z,} 是 赋 范 空间 (X, || * || ) 中 的 点 列 , 若 它 的 前 ”项 和 
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S, = m Ha + +=, 


收敛 , 则 称 无 穷 级 数 > z 收敛 ;车 级 数 
È lal 
k=l 


Wë, MKY z 绝对 收敛 


定义 3.2.4 设 X 是 一 个 无 限 维 的 赋 范 空间 ,点 列 {e}CX. 若 YzEX, 存 在 
唯一 的 数列 {a,}CR, 使 得 


x= > Gk 
则 称 (6,) 为 X 的 一 个 Schauder D 3. 


例 3.2.6 对 尹 次 寡 可 和 数列 空间 必 , 令 


en = (0,°%*,0,1,0,.), 
Sant 
mit 


则 {e,) 为 IP 的 一 个 Schauder 4. 


证 VYz=(zzzD)EP ,由 >) lal’ < oo 
k=1 


lim lz’ = 0 
e ai 


故 当 n->co 时 ,有 
lz— xa |, = M 050s En zea ) |, 
k=1 
=(3 Ial’)? >o, 
kært 
从 而 有 
gm >; Z=, 
下 证 系数 的 唯一 性 . 


设 += S nemi Vie N, 当 nn 二 i 时 ,有 
= 


s 1 
ly—z| <(2; lele)’ 
k=l 


= || — zy —z,,0,--) ||, 


O 绍 德尔 (1898 一 1943 F) ,波兰 数学 家 . 
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lI > Qz) |, = | > Vier > ze || p> 
而 由 范 数 的 连续 性 ， 
lim || > xe 一 > zell = l > xe — > ze || 
er —1 k=l k=l k=l 
=lz=zl =o, 
故 有 y; 二 zi(i 二 1,2,…). 证 毕 . 
定理 3.2.3 具有 Schauder 基 的 赋 范 空间 X 是 可 分 的 . 
证 设 {e,) 为 X 的 Schauder 基 , 记 


A= (>) nenn € Qn € N), 
f 


MJ A 是 可 数 集 , 下 证 A fE X 中 的 稠密 . 
VzEX, 3jauvaz,，…EK, 使 得 


人 = > Qk. 

Ve> 0, 由 六 ae, 的 收敛 性 , 知 In € N, 使 得 
IÈ aal <$, 
iH Q # R 中 的 稠密 性 , 知 了 mrE QQ 一 1,2,…,n) ,使 得 
|a —r,| <a aT: 

令 

T. > TEk’ 
则 aEA, 且 


lz—al = |) ae — > ne Il 
<l > G@ —re || + l| 27 we l 
£ fi 
<È la 一 n| lal ++ 
k=l 


Š € € € € 
<> zatz <++y =e 
#k A fE X 中 的 稠密 . 证 毕 . 


。80 。 第 3 章 赋 范 空间 与 Banach 空间 


习 题 3.2 


1. YfEC'([a,b]), 令 


iu = [Ë art: + 115] 

证 明 ; || e | g C Ca bD L 098638. 

2. 设 X 是 数 域 民 上 的 线性 空间 ,d WHEWEN, H VY z,y,z€ XX,aEK, 满 足 

四 平移 不 变性 :d(x 十 z,y 十 z) 二 d(z,y); 

© 相似 性 :d(azryay) 一 ad(z,y). 

令 

lzl = d(z,0), 

证 明 :(X, || * DARASA. 

3. 设 (X, || * || ) 为 赋 范 空间 ,对 于 z,yEX, 定 义 
0, r= y, 
1+ lz—yl, z#y 
证 明 :d 是 X 上 的 一 个 距离 ,但 不 是 由 范 数 诱导 的 . 


4, 设 XARES, (a) CX AER RAM > z, kak, nl 


IZal< lal. 


d(z,y) = I 


3.3 Banach 空间 


1. Banach 空间 的 概念 


第 2 章 我 们 介绍 了 完备 距离 空间 的 概念 ,其 中 的 任 一 Cauchy 列 均 收敛 . 赋 范 
空间 作为 一 类 特殊 的 距离 空间 ,同样 可 以 讨论 它 的 完备 性 ,只 是 这 里 的 距离 是 由 范 
数 诱导 的 距离 . 在 范 数 的 语言 下 ,点 列 {zx} 为 Cauchy 列 的 定义 可 改写 为 

Ye>0, 3 NEN, 使 当 m,n>N 时 ,有 

l tm — zn || <e. 

定义 3.3.1 完备 的 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 . 

例 3.3.1 K" 按 范 数 


1zl = (È lal’), < <=, 
ʻi 
lz |= = max |z; | 
均 是 Banach 空间 . 
例 3.3.2 p KETARA L Apo) 


3.3 Banach 空间 . 81. 


Izl = (Š lal? 
是 Banach 空间 . 
” 证 Hr”) l phy Cauchy A), 


IP= (2P ,7 ee), 


则 Ye>0, 3 NEN, 使 当 m,n>>N 后 ,有 


|| ze 一 ze I, = 2 [aP — z |2)? <e. (3.3.1) 
= 
RE k, 4 m.n>N 后 ,有 
|=” — z£ | < 1 zx 一 zm |p <e 
helai jÆ K PÉI Cauchy 列 , 由 K 的 完备 性 , 知 3 zx.EK, 使 得 
xP — z, (n— eo). 


记 x=(ziyzz), 由 式 (3.3.1),YIEN, 当 mm 和 后 ,有 
D lap aP < e, 

G meo n>N IEA 
> |zP 一 zl < e, 

HA ioo, f j 


la —zl, = (S: lP — zl’)? <e, (3. 3. 2) 
从 而 有 


r” >x (n— eo). 
又 从 式 (3. 3. 2) 可 以 看 出 ， 
zwm 一 工 E p, 
故 由 L* 对 线性 运算 的 封闭 性 ,得 
£= zb'— Q — zy € Ë, 
从 而 知 1 中 的 Cauchy 列 均 收敛 , 故 1? 是 Banach 空间 . 
例 3.3.3 有 界 数列 空间 广 按 范 数 
Izl = sup |:| 
是 Banach 空间 . 
例 3.3.4 连续 函数 空间 CCa bD 
l| = |= = max |z) | 
t€[a,b) 
是 Banach 空间 . 
例 3.3.5 上 阶 连续 可 导 的 函数 空间 C*([a,5]) 按 范 数 


' 
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k 

lzl ag mar lz Wl 
Ilx ||- =max{ max [z (0 |) 
0<;<k r€[e,b) 
均 是 Banach 空间 . 
例 3.3.6 Q 上 的 有 界 函 数 空间 B(Q) 按 范 数 
lu || o = sup lu | 
tE; 
是 Banach 空间 . 


证 设 {x) 是 BCO) 中 的 Cauchy 列 , 则 Vs>0, INEN, E4 m, n>N A A 


lu, — u, || o = sup |u,G) — tim (6) | < e. 
此 时 ,给 定 t, 有 
[un Ct) — un Ct) | < sup lu,G) 一 xm 人 (| 一 e， 
kilu, G) hÈ K 中 的 一 个 Cauchy 列 ,由 K 的 完备 性 , 知 习 x(z) ,使 得 
un (t) > u(t). 
ERC. 3.3) 中 令 m>, H 
lunt) —u(0| Se, 
再 由 上 的 任意 性 ,有 
lu,—ulo = sup lu,G) —u(0 | < e, 
从 而 有 uu. 最 后 ,由 
sup |u(z)| < sup |u(z) — unn (z) | + sup lunn (z) | 
Ket llusa || < o, 
知 xE B(Q), B(Q) RA ZANE. 
例 3.3.7 p KETRAAZ H L’ Ca bDi 


$ 1 
Izl = (lz ha) 

是 Banach 空间 . 

2. Banach 空间 的 性 质 


(3.3.3) 


在 实数 集 R 中 , 若 数 项 级 数 是 绝对 收敛 的 , 则 它 本 身 也 是 收敛 的 . 下 面 的 定理 


将 指出 ,这 是 Banach 空间 的 一 个 本 质 特性 . 


定理 3.3.1 ÜX EREE, N X 是 Banach 空间 的 充分 必要 条 件 如 下 : 


Via) C x, lalki > a ka 


证 必要 性 , 设 X 是 Banach S 228838 3) || z, | kok Miti 


3.3 Banach 空间 "83。 


1 Sito — Sa || = | zrn +z, ++ +z, I 
< lam l+ I zme | ++ zl 0 
知 {S,) 为 X 中 的 Cauchy ABATA Y) = 收 全 
充分 性 : 设 {是 中 的 Cauchy 列 , 则 对 
Im ENSEM m, n>n ORR m>) A 


1 
7 


(k= 1,2,), 
|a s. f < (3.3.4) 
特别 地 ,有 

1zw z | < 去 ， 
故 由 总 去 的 收 俩 性, 知 立 | z,,, 一 rs | MATIA Š) (zs 一 mm) 收 全 此 
时 部 分 和 


一 ws 十 
21 Ga En) SEn — Eny 十 To C Eng T + z,, — En 


Z, In 
应 收敛 ,由 此 可 知 点 列 {zu } 收 全, 有 极限 z€ X. 下 证 {z,} 也 收敛 到 x. 
Ve>0, IREN EA <e. 取 N=nm, 由 式 (3.3.4), 知 当 n>N 时 ,有 


1zx 一 zs 和 去 <e 


再 令 /co, 有 
1 zs 一 zl <e 

从 而 有 rnr, X 是 完备 的 . 证 毕 . 

定理 3. 3. 1 的 意义 在 于 ,判定 Banach 空间 中 级 数 的 收敛 性 ,可 以 使 用 我 们 所 
熟知 的 正 项 级 数 审 敛 法 来 判定 它 的 绝对 收敛 性 ,而 不 必 另 搞 一 套 . 

下 面 我 们 给 出 完备 赋 范 空间 的 子 空间 也 完备 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 3.3.2 ÜY Æ Banach 空间 X 的 子 空间 , 则 了 是 Banach JASSY Æ X 
的 闭 子 空间 . 

证 由 定理 2. 5. 2, 作 为 距离 空间 X 的 子 集 ， 

Y 完 备 € 了 为 X 中 的 闭 集 . 

由 于 赋 范 空间 X 的 子 空间 按照 X 的 范 数 也 是 赋 范 空间 , 故 Y 是 Banach ZHY 
是 X 的 闭 子 空间 . 证 毕 . 
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例 3.3.8 设 P([0,1]) 是 [0,1] 上 的 多 项 式 全 体 , 则 PC[0,1]) 作 为 CC[0,1]) 
的 子 空间 不 是 Banach 空间 . 
证 CC([0,1]) 是 Banach 空间 , 令 
b. 一 > Ë 
并 记 p=e', Wp) P([0,1]), B 4 nook}, 
l p.— p ||- = max |p,G) —e | 


e€[0.1) 


a An 
-m | 20 Zl 


S n. 
Ral Èi 
故 pp. 由 于 pgP([0,1]), 故 PC[0,1]) 不 是 C([a,5]) 的 闭 子 空间 , 故 不 完备 . 


定理 3.3.3 对 赋 范 空间 X,Y, X X Y 依 积 范 数 是 Banach 空间 后 X,Y 是 
Banach 空 间 . 


= max 
*E[0,1] 


习题 3.3 


1. 设 {z,) 是 赋 范 空间 X 中 的 Cauchy A), WER: {zx,} 有 界 . 
2. 证 明 : 连 续 函 数 空间 (C([a, 恕 ), || * || — ) 是 Banach 空间 . 


3. 证 明 :空间 
QR = (z € CR): lim z() = 0) 
依 上 确 界 范 数 
lzlo = sup [z0 
së 
是 Banach 空间 . 


4. 设 X 为 Banach 空间 ,{z}CX, 证 明 : 若 级 数 > = kt , Wl 
£t 


z—0 (n>o0). 


3.4 有限 维 赋 范 空间 


1. 范 数 的 等 价 性 
定义 3.4.1 Ü| li A) |, 是 线性 空间 X 上 的 两 个 范 数 , 若 V (z. CX, 


lmlz =o © lim |a l2 =0, 
WK ea 5 1.1; 是 等 价 的 . 

由 于 同一 空间 上 等 价 的 范 数 定义 出 相同 的 收敛 性 ,因而 对 于 所 有 基于 极限 的 
问题 使 用 哪 一 个 范 数 是 没有 区 别 的 . 


3.4 有 限 维 赋 范 空间 . 85. 


下 面 我 们 给 出 两 个 范 数 等 价 的 一 个 判别 方法 . 
定理 3. 4. 1( 等 价 范 数 定理 ) ”线性 空间 X LEKAR] |, 5 lelle 等 
价 的 充分 必要 条 件 是 : 3 Ci ,C* 之 0, 使 得 YzEX, 有 
G |z lli < lel < C, Izl 
证 必要 性 : 设 ‖ + 5e | 等 价 , 若 不 存在 C,—0,1808V z€ X,184 
lele <C lalis 
则 YnEN, 3z, EX, 414 
lanl >n Ilaz lli 


记 
m t x, 
Ta 
M nooti, 
Ji £ ë 
la i =q lali <1—-o, 
lal: =È; lal: = 10, 
这 与 | ,| Ale |: 等 价 蔬 盾 , 故 3C;>>0, 使 得 VzEX， 
lal: <C lali 


同 理 可 证 , 3CTr:>0, 使 得 YzEX， 
leli <C lzl;, 

合 之 ,得 
Clzli< lz <C zl 

FAME: V {z,}CX, 若 lim || z, | 一 0, 则 由 
ltn l2 < Ce zl, 

得 lim || z, I 2 一 0; 若 lim || z, 1 ,==0, 则 由 


lali <E lalz» 
得 lim |z, | ,一 0, 故 两 个 范 数 等 价 .证 毕 . 


有 限 维 线性 空间 具有 比 无 限 维 线性 空间 更 好 的 性 质 ,其 中 之 一 就 是 同一 空间 
上 范 数 的 等 价 性 . 
定理 3.4.2 n 维 线性 空间 X 上 的 任意 两 个 范 数 都 是 等 价 的 . 


证 Beee) X ERDE, Vz = Y) ze, € X, 定 义 
k=1 


Izl: = (È lal), 
MJ | z |: 是 XX 上 的 一 个 范 数 . 设 上 Bz 是 XX 上 的 任 一 范 数 , 则 
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lzl =I È aal <È lal lal 
<È lal) È lal, 
G= (È la lt, 
lal <G(È lal?) =G Izla BAD 
下 证 了 Ci>0, 使 得 VzEX, | xl >C lz, 
2G. 


o -lels 
Erri ia zl: > 
注意 到 


3 = 
lrir- =$ 
而 在 K" 中 ,单位 球面 是 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 集 , 故 令 f:K'>R 为 
farmad = |È nel = 1zl， 
则 由 
Feeesz 一 Fas 
=Ilzl-— lsll<iz-—yl -| -el 
< Dia- (Dlal) =G lr- 
知 f ES 上 的 连续 函数 ,从 而 可 取 到 最 小 值 C>0. 由 于 


TE es, 
故 有 


1 _ zl 
(Tame RE J- lrir- Iz, 42 
综合 式 (3. 4. 1) . 式 (3. 4. 2) ,得 
Glial < lzl <C lllz» 
故 由 等 价 范 数 定理 , 知 || z || 5 || z 外 等 价 .证 毕 . 
2 赋 范 空间 的 同 构 


定义 3.4.2 设 X,Y 为 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 从 X A Y 的 线性 同 构 映 射 , 且 
TAT REER, E THX 到 Y 的 拓扑 同 构 映射 ,并 称 X 与 Y 拓扑 同 构 . 
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拓扑 同 构 是 一 种 等 价 关系 . 在 拓扑 同 构 的 意义 下 ,由 工 连续 , 知 工 将 X 中 的 
紧 集 映 为 Y 中 的 紧 集 (定理 2. 7. 8); 由 T 一 连续 , 知 工 将 X 中 的 开 集 映 为 了 中 的 
开 集 , 将 和 中 的 闭 集 映 为 了 中 的 闭 集 ( 定 理 2. 3. 4), 反 之 亦 然 , 故 两 拓扑 同 构 的 赋 
范 空间 ,不 仅 线性 结构 相同 ,而 且 拓扑 结构 也 相同 . 

定理 3.4.3 数 域 K 上 的 维 赋 范 空间 都 是 拓扑 同 构 的 . 

证 由 传递 性 ,只 需 证 (X, || * || ) 与 (K", || | :) 拓 扑 同 构 . 

Pleier, sen) J X 的 一 个 基 , 则 YzEX, 存 在 唯一 的 zi, zx," EK, 
使 得 


z= > Tier. 
令 
Tr = (aza sz.) (3.4.3) 
则 工 是 X 到 K" 的 线性 同 构 映射 , 且 T OFE. + 
lz]; = || Tr;, 
W || e | : 也 是 X 的 一 个 范 数 ,所 以 由 等 价 范 数 定理 , Ci ,C:>0, 使 得 
C l|z=—yl < ll Tz—Ty ll: <C lzr—yl. (3.4.4) 


H || Tz 一 Ty 上 ,<C 上 zx 一 y | , 知 工 连续 ;下 证 T ER. 
YauvEK", 由 工 是 满 射 , 知 习 z,yEX, 使 得 
u = Tz, v= Ty, 
故 由 Ci ||z=—yl| < | Tz 一 Ty || :得 
Tu= Tv] <È uvl 


从 而 有 TES 8k T JE X 到 K" 的 拓扑 同 构 映射 , 证 毕 . 

推论 3.4. 1 任 一 有 限 维 赋 范 空间 都 是 Banach 空间 . 

证 ”对 维 赋 范 空间 X ,由 式 (3.4.4), 知 在 拓扑 同 构 映射 (3.4. DF, THX 
中 的 Cauchy 列 {z,} 映 为 K" 中 的 Cauchy #J( Tz,). 由 K" 的 完备 性 , 知 了 yE K", 
使 得 

Tr,>y (n— eo); 
由 工 是 双 射 , 知 存在 唯一 的 z€ X, 使 得 Tr 二 y; 再 由 式 (3. 4. 4)， 
la -zl <E l Te, — Ta |s —>0, (3.4.5) 
故 r >r X 是 完备 的 . 证 毕 . 

推论 3. 4. 2 任 一 赋 范 空间 的 有 限 维 子 空间 都 是 Banach 空间 ,从 而 也 是 闭 子 
空间 . 

证 设 Y 是 赋 范 空间 X 的 有 限 维 子 空间 , 则 Y 在 X 的 范 数 下 也 是 赋 范 空间 ， 


"88 第 3 章 赋 范 空间 与 Banach 空间 


故 由 推论 3. 4. 1,Y 是 Banach 空间 . 
再 由 定理 3. 3. 2, 了 是 X 的 闭 子 空间 . 证 毕 . 
3. 有 限 维 赋 范 空间 的 特征 


下 面 先 证 一 个 引 理 ,在 本 节 和 第 6 章 中 都 要 用 到 它 . 
引 理 3.4.1(Riesz? 引 理 ) 设 Y 是 赋 范 空间 X 的 闭 子 空间 ,了 天 X, 则 V r€ 
(0,1), 3zoEX, 使 得 | xo | =1, B 
d(rzoY) > r. 
证 取 ziEXNY, 并 记 
d = dla, Y) = inf || —y |+ 


则 d>>0, 否 则 zı € Y=Y. 由 于 0<r<1, 故 3y,EY, 使 得 
la-x1 <4, 
否则 由 下 确 界 的 定义 ,有 
4= if [ayl > 4 >a, 
FAS 
szi = 
x = T=—=s T X), 
则 上 zo 上 =1, 且 VyEY, 有 


eS 1 
læ- =T- 


=T= 1 T la O+ laala) 
>r y Td >d = r, 

从 而 有 
dGo,Y) = inf | mm 一 ?| 2 r. 

证 毕 . 

定理 3.4.4 ”对 赋 范 空间 六 ,下 列 条 件 是 等 价 的 

Q@X 是 有 限 维 的 ; 

@ X 中 的 有 界 集 都 是 列 紧 集 ; 

@ X 中 的 有 界 闭 集 都 是 紧 集 ; 

@ X 中 的 单位 闭 球 


O 里 斯 (1880 一 1956 年 ), 匈 牙 利 数学 家 . 
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B0) = (z € X: || = || <1} 

是 紧 集 ; 

© X 中 的 单位 球面 

S={x€ X: lzi =1} 

是 紧 集 . 

证 @=>@: 设 

dim(X) = n, 
则 拓扑 同 构 映射 T: XK RG. 4. 3)) 是 一 个 连续 线性 算 子 , 它 将 X 中 的 任 一 有 
RRA 映 为 K" 中 的 有 界 集 工 (A) (定理 5. 1. 1). 由 于 K" 中 有 界 集 都 是 列 紧 集 , 故 
VY {zr}CA,{Tz,) 有 收敛 子 列 {Tz, }, 即 习 yEK" ,使 得 
Tx, >y (一 co). 
由 了 是 双 射 , 知 存在 唯一 的 xEX, 使 得 
y= Tx, 
故 由 式 (3. 4. 5) ,得 
|z, 一 zl < CT l| Tr, —Tz |l 2 = C7 || Tr, — y ll: > 0, 

从 而 得 {z,} 有 收敛 子 列 {zw }, 故 A 是 列 紧 集 . 

@ 二 @: 若 A 是 X 中 的 有 界 闭 集 , 则 由 A 有 界 知 A 列 紧 , 而 列 紧 的 闭 集 是 紧 
集 , 故 A 是 紧 集 . 

@=@ :单位 闭 球 B (0) 是 X 中 的 有 界 闭 集 , 故 是 紧 集 . 

@>Ọ: V (z,)CSCB, (0), h B1(0) 的 紧 性 知 {x,) 有 收敛 于 B,(0) 的 子 列 
{zm ) ,其 极限 为 z, 则 由 范 数 的 连续 性 ， 

1zl = lim | zol 一 liml 一 1， 

从 而 有 zxES,S 为 紧 集 . 

@=>@: 反 证 , 设 

dimX = co, 
WI {z,}CX, 其 中 任意 有 限 个 元 素 都 线性 无 关 . 令 
X, = span{ziyzzywwyzno)y， 

则 X, 是 X 的 有 限 维 子 空间 ,从 而 是 X 的 闭 子 空间 . 由 于 X E X, 的 真子 空间 ， 
故 由 Riesz 引 理 , 3 x, E€ X, ,使 得 上 x, | =1, R. 


de, X.) 24 
于 是 我 们 有 B (0) 中 的 点 列 {z,} ,满足 对 Yzmz>n(n 一 2,3,…), 有 
lz. — z, | > dlan Xm) >F, 


故 {x,} 的 任 一 子 列 都 不 可 能 是 Cauchy 列 , 从 而 无 收敛 子 列 , 这 与 B, (0) 是 紧 集 矛 
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盾 , 故 X 是 有 限 维 的 . 证 毕 . 
习题 3.4 
1. Æ Cla bD P, V u€ Cladh, + 
lal =(f ola), 


lul: =(f a+ Juola), 


证 明 : Muela 5 ul; 是 两 个 等 价 范 数 

2. 设 P, Ca bD Ala b] EKAR n 的 多 项 式 全 体 ,证 明 :P,([a, 恕 ) 按 范 数 

lulle = max |u(z)| 
z€[a.5) 

是 Banach 空间 . 

3. 设 {m ,za,…z} 是 赋 范 空间 (X, || ° | ) 中 的 线性 无 关子 集 , 证 明 : YA 一 (hi ha， 
K", 有 

aYllal< 1 È uz l IN 

其 中 正常 数 wp 与》 无关. 

4. 证 明 : 多 项 式 

PELDE 


i 


MERER 


max |u(z)| <G D lal, 
£ 


z€(0.2) 


其 中 常数 C, 与 无 关 . 


etda) E 


第 4 章 内 积 空间 与 Hilbert 空间 


在 前 两 章 ,我 们 已 将 Euclid 空间 中 的 距离 和 长 度 的 概念 分 别 推广 到 了 上 距离 空 
间 和 赋 范 空间 ,使 得 许多 涉及 向 量 的 长 度 的 结论 都 能 在 赋 范 空间 中 得 以 直观 地 运 
用 . 由 于 通常 的 有 关 向 量 的 夹 角 的 几何 概念 (如 垂直 ,平行 ) 没 有 在 赋 范 空间 中 得 到 
反映 ,因此 有 必要 在 线性 空间 中 引入 向 量 的 内 积 的 概念 ,以 形成 结构 更 为 丰富 的 内 
积 空间 . 本 章 主要 介绍 有 关内 积 空间 的 概念 ,并 重点 讨论 完备 的 内 积 空间 一 Hil- 
bert 空间 的 特性 . 


4.1 内 积 空间 


1. 内 积 空间 的 定义 


定义 4.1.1 设 X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 若 存在 映射 4《…* :XXX-~>K, 使 
得 VYz,y;zEX,a,BEK, 下 列 内 积 公理 成 立 : 
1 对 第 一 变 元 的 线性 : 
《az 十 By,z) = alz,z) + Rysz); 
2° HINKE: 
(z,y) = (ys7)s 
3° EEH: (z,z)2>0 H 
Š (zz)=0 @ rz=0, 
WEC, OA X 上 的 内 积 ,X 为 K 上 的 内 积 空间 , 记 作 (X,(*，》). 
由 公理 ] "公理 2", 还 可 以 推出 内 积 具 有 以 下 性 质 : 
4° HB ETRE: 
(xay +Bz) 一 区 zyy) 十 BCzyz)3 
证 ”由 共 罗 对 称 性 ,有 
(zay + Bz)= (ay +Bz,x) 
= a(y,z) +PRz,z) 
=G +> 
= a(z,y) +B(z=,z). 
注 当 X 为 实 内 积 空间 时 ,2" 成 为 对 称 性 ,4 成 为 对 第 二 变 元 的 线性 . 
5° (z,0)=(0,z)=0. 
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例 4.1.1 Y= En) Y= (JY) CR" ,定义 


(z,y) = 3 Thyty 
则 (R",(*,*)) 是 一 个 内 积 空间 . 
例 4.1.2 Y= En) Y= Y) ECE 
(z,y) = Daz 
则 kC,(.，)) 是 一 个 内 积 空间 . ji 
例 4.1.3 VYz 一 (zz y= y EP ES 
(zy) = Sago 
则 (P,(,)) 是 一 个 内 积 空间 . IÑ 
例 4.1.4 Yr) yD EL ([a,b]) E 
(z,y) = fz% y(Da, 
WCL? Cab), eE AKAR. 
2. 内 积 的 性 质 
(1) Schwarz? 不 等 式 


定理 4.1. 1(Schwarz 不 等 式 ) 设 (X,(…")) 是 内 积 空间 , 则 Yz,yEX, 有 
lesy) l? < (rsz) yy). (4.1.1) 
证 当 y=0 时 ， 
(m,y) = (y,y) = 0, 
ARA. 1. 1) 两 边 均 为 0, 等 号 成 立 ; 
2 y#0 时 ,由 
0< (z 一 ay 一 ay》 
= (zm,z) —a(y,z) —a(a,y) +aa(y,y), 


将 
= 5 
° G, 
代入 ,就 有 
o< (zz) — ED yz) EL zy) t ERED (, y) 
(yy) (yy) (yy? 


O 施 瓦 英 (1843 一 1921 年 ) ,德国 数学 家 . 


4.1 内 积 空间 . 93. 


(m,y) (z,y) 


= (z,z) 一 y 
x _ Iz,» 12 
(z,z) GIT 


移 项 即 得 式 (4. 1. 1). 证 毕 . 
(2) 由 内 积 导 出 的 范 数 


定理 4.1.2 设 (X,(，,*)) 是 内 积 空 间 , V z€ X, E X. 
1 zl = Viz,z), 
则 上 "中 是 X 上 的 范 数 . 
证 BA, |. | 满足 正定 性 和 绝对 齐 次 性 ,下 面 来 验证 三 角 不 等 式 . 由 
| z 十 1: 一 (z 十 yz 十 y)》 
= lal? + (z,y) + (y,z) + || > l° 
= lah’ +y) + (z, + || > l|? 
= ||: ||: +2Re(z,y) + || y ||: 
< lall? +2|(z,yy|+ l| ll: 
< lali +2lI zl lyl + lyl? 
= (| =l + l> l 
得 
lz+yl < lzl+lyl, 
故 上 "| 是 X 上 的 范 数 .证 毕 . 
注 此 时 , 称 
lzl = /G,zy 
为 由 内 积 导 出 的 范 数 . 
在 范 数 的 记号 下 ,Schwarz 不 等 式 (4. 1. 1) 可 简写 为 
Key < lel Hyl. 


(3) 内 积 的 连续 性 
定理 4.1.3 若 在 内 积 空 间 (X,(*,*)) 中 有 


In 一 IT Ya >y 
则 
im (zr, Ym) = (x,y). 
证 由 Schwarz 不 等 式 , 当 m,n>co 时 ,有 
|En Ym) 一 (zy)| 一 | Ens Ym) — (Ens Y) + lany) — Cay) | 
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= | (zyn — y) + (z, —z,y)| 
S| (zyn — y) |+ |(z, —z,y>| 
委 1 zy 一 > 上 十 上 llzs 一 zl 一 0， 
WA Ens Yn) >x, y) 《msn>co). 证 毕 . 
定理 4. 1. 3 表明 ,内 积 是 XXX>K 的 连续 泛 函 . 


3. Hilbert 空间 的 概念 


定义 4.1.2 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 

由 于 完备 性 的 概念 是 建立 在 距离 定义 的 基础 上 的 , 故 等 价 地 说 ,一 个 内 积 空间 
KA Hilbert 空间 ,车 其 按 由 内 积 导 出 的 范 数 是 完备 的 距离 空间 . 基于 此 ,有 关 
Banach 空间 的 一 些 性 质 , 我 们 可 以 轻易 地 移植 到 Hilbert 空间 上 来 . 

定理 4.1.4 Üt HÆ Hilbert Z0], Y Æ H 的 子 空间 , 则 

1Y 是 Hilbert 空间 GSY E: H 的 闭 子 空间 

2° dimY<co=Y 是 Hilbert 空间 . 

例 4.1.5 RD2([a, 的 ) 在 各 自 的 内 积 定义 下 ( 见 例 4. 1. 1 一 例 4. 1. 4) 均 
为 Hilbert 空间 . 

例 4.1.6 C([a,6]) 作 为 L*([a,6]) 的 子 空间 在 内 积 


(zy) = [fo ya: 
下 是 内 积 空间 ,但 不 是 Hilbert 空间 ( 见 例 2. 5. 4 注 ). 
习题 4.1 


1. 设 X 为 内 积 空间 ,证 明 : V z€ X, 
(zi0) = (oz) = 0. 
2. 设 X 为 内 积 空间 ,z,yEX, 若 YzEX, 均 有 
Gn = (n, 
证 明 :z 一 y 
3. 证 明 : 当 把 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 函数 时 ， 
(y = [zoo Dd 
E Lab DEWR. 


+ Ë X DARZ (2) CX BAK Sn kak WV zEX, 有 
台 


(2 sz) = D (asz). 
k=l ami 


4.2 内 积 与 范 数 的 关系 * 95 ° 


4.2 内 积 与 范 数 的 关系 


1. 极 化 恒等式 


在 由 内 积 导 出 的 范 数 下 ,内 积 空间 X 成 为 一 个 赋 范 空间 , 它 具有 一 般 赋 范 空 
间 的 所 有 性 质 . 内 积 与 由 内 积 导 出 的 范 数 具 有 下 列 等 式 关系 
定理 4.2.1 设 X 为 实 内 积 空间 , 则 Yz,yEX, 有 


(y) =Chlz+yl:— lz—y1. (4.2. 
证 由 于 
1z 十 ?用 :一 人 z 十 yz 十 ?》 i 
= ality + (yz)+ |l yl, (4.2. 2) 
1 z 一 > 站 :一 (z 一 2 一 3) 
= | z=|2—(z,y)—(y,zy+ | yl’, (4.2.3) 
故 两 式 相 减 , 得 
lz+yll?— |z— yl: = 2(Cz,y) + (y,z)). (4.2.4) 
X 为 实 内 积 空间 , 故 有 
(m,y) = (y,z), 
结论 成 立 . 证 毕 . 


定理 4.2.2 W X 为 复 内 积 空间 , 则 Yz,yEX, 有 
Gos) = E la+yl?— leyl? tilztiyl il ziy. 


(4. 2.5) 
证 由 式 (4.2.4), 有 
lz+iyl?— Mz—iyl*= 2((z,iy) + (Gy,z)) 
= 2(— ilz, y) +i(y,z)), 
从 而 有 
il|lz+iyl2—ilz—iy|? = 2((z,y) — (y,7)), (4.2. 6) 


RU. 2. 4) 与 式 (4. 2. 6) 相 加 , 即 得 式 (4. 2. 5). 证 毕 . 
那么 ,一 个 赋 范 空间 ,能 否 借助 等 式 (4. 2. 1) 或 式 (4. 2. 5) 升 格 为 内 积 空间 ? 回 
答 是 否定 的 ,因为 它 的 范 数 还 需 满足 下 述 的 平行 四 边 形 法 则 . 


2. 平行 四 边 形 法 则 


定理 4. 2.3 REZ X 是 内 积 空间 的 充分 必要 条 件 是 :其 中 的 范 数 满足 平 
行 四 边 形 法 则 , 即 Yz,yEX, 有 
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lz+yl2+ Wlz—ylN2?=2ClH<zl2+ Hyl). (4.2.7) 
证 必要 性 : 式 (4.2.2) 与 式 (4.2.3) 相 加 , 即 得 式 (4. 2.7). 
充分 性 : 当 K 一 R 55 K=C 时 ,分 别 用 极 化 恒等式 (4. 2. 1) 与 式 (4. 2. 5) 定 义 出 
来 的 (可 以 验证 满足 内 积 公理 ,因而 (X,("*》) 构 成 内 积 空间 . 证 毕 . 
平行 四 边 形 法 则 正好 表示 了 一 个 我 们 熟知 的 几何 结论 :平行 四 边 形 的 两 条 对 
角 线 的 平方 和 等 于 四 边 的 平方 和 ( 见 图 4-1). 


2 


图 4-1 平行 四 边 形 法 则 
例 4.2.1 (CCa, b], | + | =- ) 不 是 内 积 空间 . 


证 取 
20O =1, yO = £=“ E Clad), 
就 有 
lz+ols+ lz-yl:=]+ + 
ize b—t|y: 
一 (ms aj) ea b—a ) 


=2 +E =5, 
2zi + 1y125= [emas 111+ (max |EZ#|)] 
一 2(1: 十 12) = 4, 
两 者 不 相等 , 故 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 ,C([a, 执 ) 在 范 数 ‖ ° | -下 不 可 能 成 为 内 
Si 2.2 Cad, | * p p2 时 不 是 内 积 空间 . 
证 gett 


—1, zxE€ [a,), 
G) = 1, = 
ss xD 1, z€[ecb], 


则 有 


4.2 ”内 积 与 范 数 的 关系 C 


Natols+ luols= (za 六 二 (rat 
= 2(2 eze} =24 6-a}, 


2clull+ lvl) =40—a)? = 2b- a+, 
要 使 两 者 相等 ,必须 有 


=3— 2 
2 一 3 一 方 ， 
故 当 p2 时 两 者 不 相等 ,L*([a,6]) 不 构成 内 积 空间 . 


3. 常见 空间 的 属性 


从 第 2 章 起 ,我 们 陆续 接触 了 许多 具体 空间 的 例子 ,下 面 我 们 将 一 些 常见 空间 
的 最 高 属性 列 于 表 4-1 中 ,以 方便 大 家 对 它们 的 特性 有 一 个 总 体 的 把 握 . 


表 4-1 常见 空间 的 属性 


空 mj BB 68 EN * m 
n Euclid 空间 K" (z= 3 = Hilbert 空间 
N; [zn — 1 
数列 空间 R> d(z,y) = È “SEA FREE Ü] 完备 距离 空间 
平方 可 和 数列 空间 P (z, 一 222 Hilbert 空间 
户 次 守 可 和 数列 空间 1 PE 1 
(p21,p22) Izl, (Hlal)? Banach 空间 
有 界 数列 空间 ° lz = supl za | Banach 空间 
lall e= max | zC) | Banach 空间 
连续 函数 空间 C([a,6]) š 
G) = za yaya: 内 积 空间 
n 
和 阶 连续 可 导 函 数 空间 Ct Cab] lzl = > max |z (| Banach 空间 
£ 2 
+ 
平方 可 积 函数 空间 L?([a,5]) tay) = ray ya: Hilbert 空间 
三 
旋 次 午 可 积 函 数 空间 LA([a, 执 ) + 1 
(p>1,pz2) tz, = (lz lea) Banach ZA] 


有 界 函 数 空间 BM lzllo =pl] Banach 空间 
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J m 42 
L 设 实数 列 {z RE. 二 < co, 证 明 ， 
名 


[Sana |< S <o 
£t £t 
2. 设 {z) 是 内 积 空间 X 中 的 点 列 , 证 明 :z 一 z 的 充分 必要 条 件 是 : 
lmla l = zl, 
《zy) > (T, y)(n— oo), Vy€ X. 
3. 设 X 为 内 积 空间 ,z,yEX 是 两 个 单位 向 量 , 且 


1 z 十 >1 =2, 
证 明 ;z=y。 
4. 证 明 : 有 和 界 函 数 空间 (BC[a,5]), 上" 上 | 。) 不 是 内 积 空间 . 
4.3 正 交 与 正 交 系 
1. 正 交 性 


有 了 内 积 的 概念 ,我 们 就 可 以 定义 向 量 与 向 量 、 向 量 与 集合 集合 与 集合 之 间 
的 正 交 性 ,从 而 将 直角 坐标 垂直 投影 等 Euclid 空间 的 几何 概念 推广 到 一 般 的 内 
积 空间 ,建立 起 内 积 空间 几何 学 . 


(1) 正 交 的 概念 


定义 4.3.1 设 XX 是 内 积 空间 ,z,y€X,M,NCX. 
1° 车 (zx,y)= 二 0, 则 称 x,y 是 正 交 的 , 记 作 


ziy 

2 若 VeaEM, 都 有 ZLa, 则 称 工 与 M 正 交 , 记 作 
x| M; 

3° 若 YzEM,yEN, 都 有 zy, 则 称 M 55 N 正 交 , 记 作 
MIN. 

注 零 元 0 是 唯一 一 个 与 所 有 向 量 均 正 交 的 向 量 . 


(2) HERE 


定理 4. 3. 1( 勾 股 定理 ) 设 X 是 内 积 空间 ， 
rË z,y€ X B z Ly, WJ 


4.3 正 交 与 正 交 系 * 99 


lz+yl?= lzl’+ lyl?; (4.3.1) 
2° # zi z, 在 X 中 两 两 正 交 , 则 
[Zalf = > zt. (4. 3.2) 
kml k=l 


证 注意 到 式 (4. 3. 1) 是 式 (4. 3. 2) 的 特例 , 故 只 需 证 2°. 由 于 rd 两 两 
正 交 , 故 Yi 天 kt, 有 (ztyzi) 一 0, 因 此 ， 


lÈal- (Tasa) = PAORS 


= È ana 一 > laz ll? 
故 式 (4. 3. 2) 成 立 .证 毕 . 
2. 正 交 补 


定义 4.3.2 设 X 是 内 积 空间 ,MCX, 则 X 中 与 M 正 交 的 向 量 全 体 称 为 M 
的 正 交 补 , 记 作 Mt. 
定理 4.3.2 设 X 是 内 积 空间 ,MCX, 则 ML 为 X 的 闭 子 空间 . 
证 首先 ,Vx,y€EM1 ,a,BEK,YzEM, 有 
(az 十 By,z) = a(r,z)+Ay,z) = 0, 
故 az 十 pyEML ,M+ 是 XX 的 线性 子 空间 ; 
其 次 , 设 + 是 M+ 的 一 个 取 点 , 则 3 (z, CM: ,使 得 x, 一 zx. 此 时 , V z€ M,# 
(znsz) 二 0, 再 由 内 积 的 连续 性 ,有 
(z,z) 一 (limz, ,2) 一 lim(z, ,2) 一 0， 
Bp >€ Mt. ,#k M: J: X 的 闭 子 空间 . 证 毕 . 
定理 4. 3. 2 表明 ,无 论 M 是否 为 X 的 子 空间 ,M 的 正 交 补 ML 都 是 X 的 子 空 
间 , 而 且 是 闭 子 空间 . 
定理 4.3.3 设 X 是 内 积 空间 , 若 M= ,Wl 


M: = {0}, 
即 与 X 的 稠 集 正 交 的 元 素 只 有 零 元 素 . 
证 YzEML, 由 
EX=M 


知 3{z,)CM, 使 得 rz, 一 z, 再 由 (zz) 一 0, 得 
(z,z) = (limz ,x) = lim(z,,z) = 0, 


故 zx 一 0. 证 毕 . 
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3. 正 交 系 
D 内 积 空间 中 的 正 交 系 


定义 4.3.3 设 M 为 内 积 空间 X 的 子 集 , 若 M 中 的 任意 两 个 向 量 均 正 交 , 则 
称 M 为 X 的 一 个 正 交 系 ;车 M 为 X 的 一 个 正 交 系 且 M 中 的 任 一 向 量 的 范 数 均 
为 1, 则 称 M 为 X 的 一 个 标准 正 交 系 . 

例 4.3.1 在 K”" 中， 

el = (1,0,1,0), ez 一 (0, 1 ,0)，…， en = (0,0,.",1) 

是 一 个 标准 正 交 系 . 

例 4.3.2 EPP, 

一 00,1, 0) (n= 1,2,=-) 


| 
是 一 个 标准 正 交 系 . 
例 4.3.3 在 实 十 ([ 一 x,x]) 中 ， 
1 cost sint cos2t sin2# ... 


r E TTE ) 


是 一 个 标准 正 交 系 . 
例 4.3.4 EE LC rD H, 
(Senno t2) (4. 3. 3) 
是 一 个 标准 正 交 系 、 
证 因为 
a "a. li 
i Kak aaa 
R% mn 时 ,有 


“9. J€. 1 [" sod, = 
[= = jf aÉ =o, 
故 (4. 3.3) 为 L*([ 一 ,xj]) 的 标准 正 交 系 . 
定理 4.3.4 不 含 零 元 的 正 交 系 中 的 向 量 是 线性 无 关 的 . 
证 任 取 正 交 系 中 的 有 限 个 向 量 zi z. z, $ 


atı Hartı He +H antn = 0, 


则 Yk 二 1,2,…,n, 有 
a, || z, || ?= a,(zxs zi) = (akzxszi) 
= (am Harz Hee +H anin T) 
= (0,7z1) = 0, 


4.3 正 交 与 正 交 系 * 101 + 


因为 z, #0, PLA a, =0,Ë& zi ,zx;，… z, 线性 无 关 . 证 毕 . 
(2) Schmidt 正 交 化 过 程 


由 定理 4. 3. 4, 标 准 正 交 系 必 线 性 无 关 , 现 有 一 线性 无 关 的 向 量 组 ,又 该 如 何 
将 其 改造 为 标准 正 交 系 ? 这 就 需要 用 到 下 面 的 Schmidt 正 交 化 过 程 . 
定理 4.3.5 设 X 是 内 积 空间 , {zx,} 是 XX 中 的 线性 无 关子 集 , 则 存在 标准 正 
ZR len) ,使 得 YnEN, 有 
span{e1,***,en} = span(zri,""",z,). 
证 因为 zi 天 0, 令 
= 
“7 TaT’ 
WA |e || =1, 且 
span(ei) = span{z; }; 
由 z+ 与 zl 线性 无 关 , 知 z, 与 e 线性 无 关 , 故 
Za 一 (zeel)el 天 0， 
且 
《za 一 (Tayel)elyel) = (£2561) — (T2 s61) (e1 v61) = 0, 
故 令 


T 一 (Zazyel)ei 


ez 一 
2 [zoeae | 


WA || ez | =1,e Lei, B. 
span{elyez} = span{Zlyzz}. 


一 般 地 , 令 


=, 一 到 《ZeH rer) er 
k=l 


esa 一 "a , (4.3.4) 
|=. — D Oa ,eal 
则 {e,} 即 为 所 求 .证 毕 . 站 
(3) Bessel 不 等 式 
定理 4.3.6 设 {e} 是 内 积 空间 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 YzEX,nEN, 有 
rJe- È meal? ED (4.3.5) 


O 施 密 特 (1876 一 1959 年 ), 德 国 数学 家 . 
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2° (Besselo 不 等 式 ) 2) | (eve) |1 < |= 2. 
证 令 E 
x=, 一 工 一 > 《Zyekyekty 
则 Vi=1,2,…,n, 有 š 


《Zayei) 一 (Zei) 一 ( > 《Zryek)ek sei) 


wm 


= (z,e) — >) (z,e,) lerse:) 


= 
= (msei) — (myei) (eí sei) 
= (ze) — (z,e) = 0, 


即 z, | {e1,…,e,}, 故 由 勾 股 定理 ,得 
lzl’= lÈ raa +a, |? 
k=l 


= lÈ ceal + lz. ll? 
= 


= > lÍ (z,e)e, |? + l| z, |° 


= P hize) l? + Ia l, 
k=l 
即 式 (4. 3. 5) 成 立 ;再 由 


lal? = D læse)? + zl > D lare) l?s 


k=1 = 


令 n>oo 即 得 式 (4. 3. 6). 证 毕 . 
iË Ñ Bessel 不 等 式 等 号 成 立时 , 式 


Iz: = Ñ lza)? 
称 为 Parseval@ 等 式 . 此 时 ,由 式 (4. 3. 5), 有 
lz- Deo |> (n=), 
故 


O 贝 塞 尔 (1784 一 1846 年 ) ,德国 数学 家 . 
© 帕 斯 瓦 尔 (1755 一 1836 年 ) ,法 国 数学 家 . 


(4.3.6) 


4.4 Hilbert 空 间 中 的 Fourier 分 析 * 103 + 


工 一 Saan 
因而 zz 可 以 按 X 的 一 个 标准 正 交 系 展开 . 
习 题 4.3 


1. 设 X 是 数 域 K 上 的 内 积 空间 ,z,yEX, 证 明 ， 
zly © Va€K, lzrtayl = |z—ayl. 
2. 在 实 值 连续 函数 空间 C([ 一 1,1]) 中 ,定义 内 积 
tay) = f! eydn, 
则 和 是 一 个 内 积 空间 . 记 M 为 C([ 一 1,1]) 中 奇 函 数 的 全 体 ,N 为 C([ 一 1,1]) 中 偶 函 数 的 全 
体 ,证 明 ， 
C([—1,1) =M@N, 


E 
M= NN. 
3. 设 A,B 是 内 积 空间 X 的 子 集 ,ACB, 证 明 : 
BLCAL. 
4. 设 {e,} 是 内 积 空间 X 中 的 标准 正 交 系 ,证 明 : V z, y€ X, 
Š lmay zl yl. 
4.4 Hilbert 空间 中 的 Fourier 分 析 
1. Fourier 级 数 


在 高 等 数学 中 ,我 们 学 习 了 如 何 将 一 个 函数 展开 为 三 角 函 数 系 的 Fourier 级 
数 ,同样 我 们 可 以 在 一 般 的 内 积 空间 中 讨论 它 的 一 个 元 素 关于 它 的 一 个 标准 正 交 
系 的 展开 问题 . 
定义 4.4.1 设 {e,} 是 内 积 空间 X 中 的 一 个 标准 正 交 系 ,Y zxEX, 称 级 数 
Drea (4.4.1) 


为 工 关于 标准 正 交 系 {ev} 的 Fourier? 级 数 , 数 (z,e,) 为 工 关于 e, 的 Fourier 系数 . 
现在 我 们 面临 的 问题 有 两 个 : 
1° x B$ Fourier 级 数 (4. 4. 1) 是 否 收敛 ? 
2° 若 级 数 (4. 4. 1) 收 敛 , 它 能 否 收敛 到 z? 


O 健 里 叶 (1768 一 1830 年 ) ,法 国 数学 家 . 
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关于 第 一 个 问题 ,在 Hilbert 空间 中 有 明确 的 结论 . 
引 理 4.4.1 Pen) Æ Hilbert 空间 有 H 中 的 标准 正 交 系 , {a,}CK, 则 级 数 


Sae, 
在 H 中 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 
(mraz ss) € Ë. 
证 $ 
S, 一 Saes, 
则 由 勾 股 定理 , 当 n>m 时 有 


IS-S l =| È aal = È lanl’ = È lalt, 
k=m+1 k=m+1 k=m+1 
故 由 采 的 完备 性 ,有 


Sae tk @ (S.) Ë H ht Cauchy 3l 
e Ñlal g 


Ə lam) € Ë, 


证 毕 . 
注 当 Sue, 收敛 时 ,由 


|`. |= I lims, 1? = ms, 
t=1 = sd 


= imÑ Jal? = Ñ Jal’, 
知 有 下 列 等 式 成 立 : 
[Žal = È lal’. (4.4.2) 


定理 4.4.1 设 {e.} 是 Hilbert 空间 H 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 YzEH,z 的 
Fourier 级 数 


> 《Zyek)ek 
在 H 中 收敛 . 
证 由 Bessel 不 等 式 ， 


Dre < l| zl: <=, 
£ 
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故 由 上 述 引 理 ， 六 (zyetyes fE H uka. ER. 


至 于 第 二 个 问题 , 则 与 所 选 的 标准 正 交 系 中 的 元 素 是 否 足够 多 有 关 . 
定义 4.4.2 极 大 的 标准 正 交 系 称 为 完全 标准 正 交 系 , 即 不 可 能 再 添加 任何 
向 量 使 得 添加 后 的 集合 仍 为 标准 正 交 系 . 


2. 标准 正 交 基 
(1) 标准 正 交 基 的 概念 


定义 4.4.3 设 {e,) 为 数 域 K 上 内 积 空 间 X 中 的 标准 正 交 系 , 若 YxE H, 
J (an}CK, 使 得 


z= J aer, . (4. 4. 3) 
= 


则 称 {ev } 为 X 中 的 标准 正 交 基 . 
注 此 时 , 必 有 
w = (Tse). 


实际 上 ,由 正 交 性 及 内 积 的 性 质 ， 


(z,e) = (im Saser ve) = lim( X ases se:) 


= lm Paese 一 ai(eiyei) = ais 


故 式 (4. 4. 3) 的 右 端 就 是 工 关于 1 6) 的 Fourier 级 数 . 定义 表明 ,只 有 当 {e,} 为 X 的 
标准 正 交 基 时 ,z 的 Fourier 级 数 才 收敛 到 z. 

例 4.4.1 例 4.3.1 一 例 4. 3.4 中 的 4 个 标准 正 交 系 分 别 是 各 自 Hilbert 空间 
的 标准 正 交 基 . 


(2) 标准 正 交 系 成 为 标准 正 交 基 的 条 件 

定理 4.4.2 设 S=(e)JE Hilbert 空间 H 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 以 下 7 个 
条 件 等 价 : 

O SE H 的 标准 正 交 基 ; 

© Yr€EH, 

r= 六 (tree 

@ S 是 互 的 完全 标准 正 交 系 ; 

@ Ss+={0}; 

© spanS= H; 
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© YzE 互 ,Parseval 等 式 成 立 : 


lz]: = D lese) l? 
= 
@ V<=,y€ H, 


(z,y) = > rse) Yrer). 
=€ 


注 由 @ 可 以 看 出 ,{(zver?} 相 当 于 R 的 直角 坐标 , 称 为 x 关于 标准 正 交 基 
(e WEZER MO ORA, H 中 的 范 数 和 内 积 可 以 通过 正 交 坐 标 来 表示 ,这 是 
无 限 维 赋 范 空间 中 的 Schauder 基 所 无 法 比拟 的 ,这 就 是 为 什么 Hilbert 空间 方法 
要 优 于 Banach 空间 方法 的 原因 之 一 . 

证 ”由 定义 4.4.3,@S@( 见 定义 4.4.3 注 ). 

由 定义 4.4.2,@S@, 否 则 S REH 的 极 大 的 标准 正 交 系 . 

由 式 (4. 3. 5),O 全 @( 见 定理 4. 3. 6 注 ). 

@=>Q@: V z€ H,+ 


Ta = (zyetyet， 
k=1 
W z, € spanS, H 4 n—>coBf, 
In > > (m,e)e = T, 
k=l 


故 zx€E spanS, 再 由 工 的 任意 性 ,得 spanS=HH. 


©>@: VrES+, h 
r€ H = spanS 
AI {zx,}CspanS, 使 得 zz, 一 z. 显然 ,z | zs, 故 有 
|| = |° = (x,7) = lim(z,,z) = 0, 


从 而 有 z=0, 所 以 St = (0). 
@=Q: H F Hilbert 空间 中 Fourier 级 数 的 收敛 性 (定理 4.4. 1), V z€ H, 


yrz > 《Zyek)ek 
k=1 
有 意义 , 故 ViEN, 由 
《yei) 一 (zyei) 一 D, (zyet)(etyei》 
k=1 


= (msei) 一 (zyei) = 0 


A yESL , 故 由 SL =(0)#8 > 一 0, 从 而 有 


工 一 > (z,e,)e,. 
= 
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@=@:Yr,yEH, 由 


r= > (z,e)e, 
k=1 


得 
(z,y)= (È maras) = Dreesy 
= Sense) Wre). 
O>=>@: 设 ESL, 由 S; 
《Zryy) = > (rrer) (yser) 
得 kel 


(zz) = J) (rse) (zy) = 0, 


故 z 一 0,SL 一 (0). 证 毕 . z 
例 4.4.2 EX L-nr P, YEEL:([ 一 r,zx]), 在 标准 正 交 基 


I l cost sinz cos2t sin2t ... 


Vax Va Sa Yr Vr 


下 有 
f(D) = + 27 Cacoskt 十 businkt)， a.e. 
kl 
将 其 改写 成 标准 形式 
lg 1 |, < coskt sinkt 
JO =F Vat Dy (Vra SE T nh E) ae 
则 有 
i 二 
a = (so, =) Lf" fode, 
= 1: coskt ) — 1f" 
a= Lo, oste) Lf" facoskede, 
EL sik) _ 1 f* i 
a= Hls, inke) Lf" fosinkd, 
HÄ Parseval 等 式 
If = [+ a+], (4.4.4) 
k= 


例 4. 4.3 考虑 实 平方 可 积 函 数 空间 亚 ([ 一 1,1]), 由 于 多 项 式 集合 P([ 一 15 
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二 ) 在 L([ 一 1,1]) 中 稠密 , 故 有 

span{l,z, y} = LL:([—1,1)). 
由 于 {1,zx,z?，,…} 不 是 标准 正 交 的 , 故 还 需 用 Schmidt 正 交 化 过 程 将 其 标准 正 交 化 
为 {p,(z)}, 则 {p,(z)} 就 是 L*([ 一 1,1]) 的 一 个 标准 正 交 基 . 由 


1 
a, =| zdr =o, 


知 1 Lz, 可 经 取 
AD = 于 ，Amco = Bz, 
再 由 式 (4. 3. 4), 有 
Q= — = Ct pG) pG) ea NE (2) 
bs [PPTETGPTGSYXG dz, pC pz) | 
ey S. e 31: 
- + 273) 
一 般 地 ,可 得 


pr(z) = AHP a), 


其 中 P,(z) 是 Legendre? 多 项 式 , 它 是 Legendre FA 
(1—z2)y"—2zy' +n + 1)y = 0 


的 解 ,其 通 式 为 
P.G) = = e-m, 
其 前 6 项 的 具体 表达 式 为 
Po(z) = 1, 
P.G) = >, 


Pa) = +GZ — D, 
P.G) = 46x —32), 


P.G) = $ 35a —302 +3), 


Ps (z) = +(63z° —70z + 152). 


O 勒 让 德 (1752 一 1833 年 ) ,法 国 数学 家 . 
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(3) 可 数 标准 正 交 基 存 在 的 条 件 

定理 4.4.3 设 互 是 Hilbert 空间 , 则 蕊 有 一 个 至 多 可 数 的 标准 正 交 基 的 充 
分 必要 条 件 是 :五 可 分 . 

证 必要 性 : 设 {e.} 是 互 中 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 

M= (Ener € Qk =1,2, snn € N) 

就 是 的 一 个 可 数 的 稠 子 集 ,下 可 分 . 

充分 性 : 设 五 可 分 , 则 互 有 一 个 稠密 的 可 数 子 集 

M= (x,). 

J>: 为 M 中 的 第 一 个 非 零 元 素 ,y 为 M 中 第 1 个 与 2: 线性 无 关 的 向 量 ,y 为 M 


中 第 1 个 与 ,ye 线性 无 关 的 向 量 ,如 此 下 去 , 则 {y4) 为 线性 无 关 集 ,将 其 标准 正 
交 化 ,得 五 的 一 个 标准 正 交 系 {e}. 由 于 


span(e,) 一 span{ y+} 一 span(z,), 
则 由 M= H,#8 
span(e,) = span(z,) = H, 
由 定理 4. 4. 2 等 价 条 件 @,{e,} 是 H 的 标准 正 交 基 . 证 毕 . 


习 题 4.4 
1. 证 明 :在 K" 中 ， 
@ = (1,0,1,0), ez = (0,1,0,0), + en = (0,0,-.,1) 
是 一 个 标准 正 交 基 . 
2. ERARA. 4.4). 
3. VEL (C~ rr] ER: 3 {cs}CC, 使 得 
z= Ya e 
= 


且 当 [a,b]C[ 一 x,xJ 时 ,有 
[oa = Daf ea 
š =). 
4. 设 {e} 与 {a} 分 别 为 Hilbert 空间 H 中 的 标准 正 交 基 与 标准 正 交 系 , 且 
> la~a ll? <1, 


ERA: {e) 为 H 中 的 标准 正 交 基 . 
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4.5 正 交 分 解 定理 


1. 变 分 引 理 


在 高 等 数学 中 ,我 们 可 以 用 不 高 于 n 次 的 多 项 式 P。(z) 来 逼近 [a, 刀 上 的 连续 
函数 ,这 就 启发 我 们 研究 在 抽象 空间 中 是 否 也 有 类 似 的 结论 . 


(1) 最 佳 通 近 元 


定义 4.5.1 设 M 是 赋 范 空间 X 的 子 集 , 若 对 z€ X, 3aEM, 使 得 
1z 一 al =d(z,M) = inf | zr—y|， 
则 称 a 是 z EM 中 的 最 佳 通 近 元 . 
我 们 需要 研究 的 问题 是 : 
1 存在 性 问题 . 这 样 的 最 佳 逼近 元 是 否 存 在 ? 
2° 唯一 性 问题 . 若 最 佳 逼近 元 存在 是 否 唯一 ? 
3° 实现 问题 . 如 何 求 得 最 佳 逼近 元 ? 
实际 上 ,在 2 维 Euclid 空间 中 , 若 M 为 一 闭 凸 集 , 则 > 在 M 中 的 最 佳 逼 近 元 
存在 且 唯一 ; 若 M 非 闭 , 则 z 在 M 中 的 最 佳 逼近 元 不 一 定 存在 . 例如 , 当 
M= {(s,0):s +É <1) 
时 , V z€ M: ,M 中 的 任 一 点 都 不 是 z fE M PORERNE: # M 非 凸 , 则 z 在 M 
中 的 最 佳 逼 近 元 不 一 定 唯 一 . 例如 , 当 
M= (Gs,D:# +É = 1) 
时 ,M 中 的 任 一 点 都 是 z 一 (0,0) 在 M PARERE. 
注意 到 ,R: 中 的 闭 子 集 都 是 完备 集 , 故 要 将 最 佳 逼 近 元 的 存在 唯一 性 推广 到 
一 般 的 赋 范 空间 X 中 去 ,M 至 少 应 为 X 的 一 个 完备 凸 集 . 下 面 的 变 分 引 理 表明 ， 
在 内 积 空间 中 ,有 这 一 条 件 就 足够 了 . 


(2) 变 分 引 理 


定理 4. 5.1( 变 分 引 理 ) 设 M 是 内 积 空间 X 的 完备 凸 集 , 则 Y rE X, FEE 
一 的 aEM, 使 得 


lz—a || =infl|z—yl ， 
H z—a€M:!. 
证 存在 性 : 令 d=d(z,M) , 则 由 下 确 界 的 定义 , 3 {y,}CM, 使 得 
lim || z— y, || = d. 


下 证 {y,} 有 极限 . 


4.5 正 交 分 解 定 理 名 


H M 是 凸 集 , 知 Vm,nEN, 有 


nos €M; 


由 平行 四 边 形 法 则 ,有 
l Ym — y, ?= || G — yn) — (2 — yn) || 
=X ||z=—y, l| + l| z— y, || 2) Il Ge —y,) + (z— y,) |? 


n F Ym 
2C|z—x l? + lz 


<2(|[z—ys. l? + |z—y, ll’) — 4d —>0 (mn eo), 
Blyn) J: M 中 的 Cauchy 列 ,由 M 的 完备 性 , 3aE M, 使 得 


xa 
从 而 有 
1z 一 al = lm || z— y, || = d. 
唯一 性 : 设 有 5E M, 使 得 
lz—bl =d, 


则 由 平行 四 边 形 法 则 ,有 
la—bl?= |(z—b — Ga) ||? 
=x lz—bl+ lz-al? 4|- ete] 
<P + dt) — = 0, 
故 有 a =b. WEHE. 
注 变 分 引 理 说 明了 最 佳 带 近 元 的 存在 性 和 唯一 性 . 由 于 X 的 子 空间 是 凸 
集 ,Hilbert 空间 的 团子 空间 是 Hilbert 空间 , 故 当 定理 的 条 件 加 强 为 
1° M 是 内 积 空间 X 的 完备 了 空间 ; 
2° M 是 Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 
时 ,结论 均 成 立 . 


2. 正 交 分 解 定 理 


在 三 维 Euclid 空间 中 ,要 在 平面 M 中 找 出 一 点 a 使 得 它 与 平面 外 一 点 xz 距离 
最 近 ,只 需 z 一 a。|M, 即 a 是 zx EM 中 的 投影 .对 Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 ,也 
有 类 似 的 结论 ,这 就 是 本 节 要 介绍 的 正 交 分 解 定理 . 


(1) 投影 与 正 交 分 解 


定义 4.5.2 设 M 是 内 积 空间 X 的 子 空间 , 若 YzEX, 有 分 解 
I=y+z, y€EM, zE MŁ, 
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则 称 其 为 z 的 正 交 分 解 ,并 称 y 28 z 在 M 中 的 投影 (projection) , 记 作 ?一 Pur. 
注 这 种 分 解 是 唯一 的 ,此 时 车 有 y EM,z EML ,使 得 
r=y+z= y +z, 
则 由 
y—y =z —z E€ MN M!= (0) 
知 y=y,z =z. 


(2) 正 交 分 解 定理 


定理 4.5.2( 正 交 分 解 定理 ) ÜM Æ Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 , 则 YxE 
互 , 都 有 唯一 的 a € M, 使 得 
1 a 是 z 在 M 上 的 最 佳 逼近 元 , 即 
1z 一 al = dz,M)， 
2"a 是 z 在 M 中 的 投影 , 即 z 按 M 有 唯一 的 分 解 
Z 一 4 十 (z 一 4)， 
其 中 zz 一 a M; 
3° H 可 分 解 为 两 个 子 空间 M 与 M+ 的 直 和 , 即 
H=M@M:. 
iË 正 交 分 解 定理 说 明了 投影 与 最 佳 逼近 元 的 等 价 性 . 
证 1 HH 的 闭 子 空间 是 一 个 完备 凸 集 , 故 由 变 分 引 理 , 了 3aE M, 使 得 
lz—all = ad(z,M. 
2° 关键 是 证 明 x 一 a |M, 唯 一 性 则 由 定义 4. 5. 2 注 保证 . 
VACK,y€M, || y=1, 并 记 d=d(z,MD), 则 有 
Ë< ||=—(a+ày) |? = l| G —a) —ày ||? 
lz—all?—Aiz—ay) —Ay,z—a)+ lal? I yl 
=d—A(z—a,y) —Al(z—a,y) + |aAl’, 
令 4=(z 一 a,y)，, 得 


da<a—|(r—a,y)|’, 
故 
(z—a,y) = 0, 

再 由 y 的 任意 性 , 知 z—a€ M+. 

3° 由 直 和 的 定义 (定义 3. 1. 5) ,3 与 2" 等 价 . 证 毕 . 

定理 4.5.3 设 M 是 Hilbert 空间 H 的 子 空间 , 则 MEH 中 稠密 的 充分 必 
要 条 件 是 :ML 一 {0}. 

证 必要 性 :由 定理 4. 3. 3 保证 . 

充分 性 : 设 ML 一 {0}, 则 由 习题 4. 3 中 第 3 题 ,有 
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MiCM:= (0), 
故 有 RiL 一 {0}. 因 为 M 是 互 的 子 空 间 , 则 由 习题 4. 5 中 第 1 B ,M E H 的 闭 子 空 
间 , 从 而 由 正 交 分 解 定理 ,有 
H=M@M:= N, 
故 M 在 H 中 稠密 .证 毕 . 


G) 正 交 投 影 算 子 


定理 4.5.4 设 M 是 Hilbert 空间 H WAFS, YzEH, 9 
Pzr = Pr,» 

则 

1° 了 是 互 上 的 线性 算 子 ; 

2 1 Pz=|<l=l; (4.5.1) 

3° P=P. (4.5.2) 

iË 称 P 为 从 H 到 M 的 正 交 投 影 算 子 . 

证 1° Yrsa EH, EK, A 

axı Haz: = a Pxı +aPx: +a (zi — Px1) +a (a: — Px2), 
其 中 
aPzı 十 Pr € M. 
由 正 交 分 解 定理 ， 
zi —Pzi € ML, zı— Pzr, € MŁ, 
故 由 ML 是 H 的 子 空间 ,得 
az 一 Pri) 十 (zz 一 Pr) € Mt, 
再 由 正 交 分 解 的 唯一 性 , 即 得 
Plazi 十 aazz) = a Px, + azsPr;. 
2° 由 勾 股 定理 ， 
lzl*= l| Pz + G — Pz) ||? 
= || Pæ ||: + || z=— Pz l|? > || Pz l°, 
3° YzEH, HF PrEM, 故 
P:z = P(Pz) = Pr, 

从 而 有 P: = P. 证 毕 . 

推论 若 M 是 Hilbert 空间 互 的 闭 子 空间 , 则 M 与 M+ 互 为 正 交 补 , 即 

(Mi)+=M. 
证 YzEM, 由 zLML, 知 zE(CML)L+, 从 而 有 
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MC (ML)+L; 
V <€ (M+)+ ,由 正 交 分 解 定理 ,有 
T=X+zx, m EM, x€M:. 
由 xz 上 | zx, 可 得 I 
(E2322) = (mi + 22122) = (1,22) = 0, 


从 而 有 z 一 0,z 一 ziEM, 即 


(MŁ)ŁC M. 
合 之 ,得 M=(M:-)1.. 证 毕 . 
注 在 一 般 情 况 下 ,只 有 
MC (M+)+. 
习题 4.5 


1. 设 M 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ,证 明 :JM4 是 X 的 闭 子 空间 . 
2. 设 M 是 Hilbert 空间 互 的 子 空间 ,证 明 ， 
M= (ML)L. 
3. 设 M Æ Hilbert 空间 H HFM, H YEH, zM 上 的 投影 均 存在 ,证 明 :;M 是 三 的 
闭 子 空间 . A 
4. 设 M 是 Hilbert 空间 H HAFEN, P HA H 到 M 的 正 交 投影 算 子 .证 明 :; V z€ HH, 有 
|| Pz ||? = (Pz,z). 


4.6 BAERE 


1. 最 佳 运 近 的 求法 


现在 ,我 们 就 来 解决 4. 5 节 留 下 的 第 三 个 问题 :最 佳 表 近 元 的 实现 问题 
定理 4.6.1 HME Hilbert ZE) H 的 有 限 维 子 空间 , {elyez，…ev} 为 M 的 
基 ,a 是 z 在 M 中 的 最 佳 逼 近 , 则 
ñ 
pi as = (elyezy，…yen) 
= š 
B 
Ge) 
(z,ez> 


= (ersez "=" En)G k: » 


(Esen) 


4.6 WEDERHYA + 115 + 


其 中 G=C(e,,e;))1e 838 (eji ,ez, ren) BJ Gram ERF. 
证 M 是 有 限 维 的 , 故 是 H 的 闭 子 空间 . 由 正 交 分 解 定理 ,x 一 a€ M1 , 故 有 


(zej) = (z—a+ase;) 一 (ae) = D R lere;) 


k=1 


ñ 
= (ler sej) s lezsej) s**t s lEnsej)) ñ , 

有 

《zyet》 B 

Gos =G] Ç 

《Zyen》 及 

A (zy€1) 

应 =G (m,ex> A 

有 (Esen) 


证 毕 . 
注 Hese ,en } 为 M 的 标准 正 交 基 , 则 G 为 单位 阵 ， 


a = Pr = Drees 
k=l 
这 说 明了 z 关于 标准 正 交 系 {e,} 的 Fourier AAKA E: z fE 


span{e1 s€2+***sEn} 


上 的 投影 的 极限 . 
2. 最 佳 带 近 的 示例 


例 4. 6. 1( 最 佳 均 方 逼近 多 项 式 ) 在 [0,1] 上 求 最 佳 均 方 逼近 函数 z= 二 e 的 二 
次 多 项 式 . 
# 记 P:([0,1]) 为 [0,1] 上 次 数 秋 2 的 多 项 式 全 体 , 则 P:([0,1]) 是 L° ([o, 
1]) 的 一 个 完备 子 空间 ,{1,t, 刀 }) 是 P:([0,1]) 的 一 个 基 , 其 Gram 和 矩阵 为 
1 1⁄2 1⁄3 
1/2 1/3 1⁄4 
1⁄3 1⁄4 1⁄5 


G= 


Q@ 格拉 姆 (1850 一 1916 年 ), 丹 麦 数学 家 . 
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‘z,1)= | eu =e—1, 
(z, = | ed 一 1， 
(zt) = | eed 一 e 一 2， 
得 z=e 的 最 佳 均 方 逼 近 二 次 多 项 式 
èi 
1 
e 一 2 
(210e—570)# + (588 — 216e)t + 39e — 105 
== 0. 8392r +0. 8511 + 1. 0130. 
例 4. 6. 2( 最 小 二 乘法 ) 对 于 相互 独立 的 随机 变量 X, ,X.,--., Xn 和 随机 变 
量 Y, 有 ?组 样本 值 


Z, Yi (G= 1,2, n, j = 1,2,-*,m,n2> m) 


P(D)= (1,1,1)G™ 


求 估计 式 
Y= È 8X, 
j= 
使 得 
> (xy 一 Dezi y 
达到 最 小 . 
解 令 
y Tij 
y=|*], g= || G=12,,m, 
In Znj 
X = (11,225 Tm) ms 
则 原 问题 化 为 求 y 在 
A 一 span{zl yzn) C R" 
中 的 最 佳 逼 近 . 
由 独立 性 ,不 妨 设 {zi,…，,zn} 为 4 的 基 , 则 y 在 4 中 的 最 佳 逼近 


a= Ñ pz; 
的 系数 


4.7 Hilbert 空间 的 同 构 + 117 + 


ñ (yz) 
= R =G a 

Pn (y,z,) 

zn afm … afara) 


alr aite e zIz,] [zy 


IRE Latr … EEn) lzly 
= XD XTy, 
这 与 回归 分 析 中 所 熟知 的 最 小 二 乘 估 计 的 结论 相同 . 
习题 46 
1. ECO ER z=sint 的 最 佳 均 方 逼 近 二 次 多 项 式 , 
2. 在 [一 1,1] 上 求 :于 的 最 佳 均 方 通 近 二 次 多 项 式 . 
3. 在 [0,1] 上 求 z=e 的 最 佳 均 方 通 近 ,使 其 在 区 间 
O4) (1.2), (a) 
上 分 别 为 常数 . 


4 YX X, 是 概率 空间 0 上 的 随机 变量 ,其 2 阶 甜 均 存在 , 且 Xi ，…,X, 线性 无 关 . 
求 


X= Ylax,, 
使 得 
E(Y— Dax) 
达到 最 小 . 
4.7 Hilbert 空间 的 同 构 . 
1. 内 积 空间 的 同 构 


定义 4.7.1 AX, x) Y, C, Or WRR K 上 的 内 积 空间 , 若 存在 线 
性 同 构 映 射 T:X->Y, 使 得 Yz,yEX, 有 
‘Tz,Ty)y 一 (zyy)xy 
MF THX 到 了 的 内 积 同 构 映 射 ,并 称 (X,(.，*)x) 与 (Y,(。，。)r) 内 积 同 构 . 
到 目前 为 止 , 我 们 在 距离 空间 、 线 性 空间 、 赋 范 空间 和 内 积 空间 中 已 介绍 了 4 
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种 同 构 的 概念 ,它们 都 是 相应 空间 中 的 等 价 关系 ,下 面 我 们 通过 表 4-2 来 比较 它们 
的 异同 . 


表 4-2 不 同 空间 的 同 构 概 念 的 比较 


te 
空 间 w 2 存在 一 一 映射 :XY, 使 得 
距离 空间 等 距 同 构 d(Tz,Ty)=d(z,y) 
线性 空间 线性 同 构 
赋 范 空间 拓扑 同 构 Tlar+py)=aTz+pTy T, TUE 
内 积 空间 内 积 同 构 《Tzr,Ty)y 一 (zyy)X 
由 于 内 积 同 构 映射 保持 范 数 不 变 : 
š Il Tz | = Ta, Tzy = /G,zy = Izl, 
故 Yz,yEX, 有 
l Tz- Ty | = [Tœ l = lz-yl, 


由 此 可 知 内 积 同 构 是 一 种 等 距 同 构 , 且 T,T-' 均 连续 ,从 而 内 积 同 构 也 是 一 种 拓 
扑 同 构 , 因此 ,内 积 同 构 的 空间 ,不 仅 代数 结构 相同 ,拓扑 结构 相同 ,而 且 向 量 的 长 
度 、 两 向 量 间 的 夹 角 都 对 应 相同 ,在 本 质 上 可 以 看 作 是 同一 空间 . 


2. Hilbert 空间 的 同 构 


定理 4.7.1 nt Hilbert 空间 与 K" 内 积 同 构 . 
证 i H E n t Hilbert 空间 , 则 H HA n 个 线性 无 关 的 向 量 ,由 Schmidt 
正 交 化 过 程 ,可 将 它们 改造 为 标准 正 交 基 {e1,e;,…,e,}. 作 HH 到 K" 的 线性 映 
HT: 
Tx = ((zyel)，… (Zen))， 


则 工 是 一 一 映射 , 且 由 定理 4.4.2, 有 
(zy) 一 六 (ze ay 一 (Tr,Ty)， 
{ 


i TEH A K 上 的 内 积 同 构 映射 . 证 毕 . 
定理 4.7.2 无 限 维 可 分 Hilbert 空间 与 内 积 同 构 . 
证 设 刀 是 无 限 维 的 可 分 Hilbert 空间 , 则 由 定理 4.4.3,H 中 有 由 可 数 个 向 
量 构 成 的 标准 正 交 基 {e,}. V z€ H, 
Tr = ((z,e),(myses)s s); 


则 由 Parseval 等 式 ,有 
Ell = l|: < <o, 
k Tr€ P ,T J: H B| ° 的 线性 映射 . 首先 , 工 是 单 射 , 若 对 z,y€ H, Vn€N#) 
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(Esen) = (Yren) s 
则 
z= >) (zyet)et = D eda = y; 
k=l 


t= 


其 次 , 工 是 满 射 , Y (al ,a2，…)EL, 令 
z= Tas 
k=1 
则 由 引 理 4. 4. 1, 知 级 数 Dose, # H 中 收敛 , 故 z€ H; R, H 


(Tr,Ty) = J (rse) re) = (z,y), 


4=1 


知人 是 有 H 到 1?* 上 的 内 积 同 构 映射 ,证 毕 . 
定理 4. 7. 2 表明 ,一 切 无 限 维 的 Hilbert 空间 ,不 管 形式 如 何 复杂 ,只 要 它 是 
可 分 的 ,在 实质 上 与 P 并 无 不 同 . 


习题 4.7 


1. 设 X,Y 为 同一 数 域 上 的 两 个 内 积 空间 ,证 明 : 满 足 条 件 
(Tr,Ty) = (zy, Vz, € X 
的 线性 映射 T, X-Y 一 定 是 单 射 . 
2. 证 明 : 若 内 积 空间 间 的 线性 映射 T:X->Y 是 保 范 的 , 即 YzEX， 
ITzl = lzl, 
则 必 是 保 内 积 的 , 即 Yz,yEX， 
(Tz, Ty) = (zy?). 
3. HEB; L2 (Cab) 55 É 内 积 同 构 . 


第 5 章 有 界线 性 算 子 的 基本 理论 


线性 算 子 理论 是 泛 函 分 析 的 核心 内 容 , 也 是 泛 函 分 析 应 用 于 各 个 领域 的 主要 
工具 . 工程 技术 中 的 实际 问题 只 要 转化 为 某 空 间 上 的 算 子 或 算 子 方程 ,就 可 以 利用 
泛 函 分 析 的 方法 来 加 以 研究 . 线性 算 子 理论 是 有 限 维 线性 空间 中 线性 变换 理论 向 
无 限 维 线性 空间 的 自然 延伸 ,如 果 说 Hilbert 空间 理论 是 无 限 维 空间 上 的 几何 学 
的 话 ,那么 线性 算 子 理论 就 是 无 限 维 空间 上 的 代数 学 . 本 章 主 要 介绍 有 界线 性 算 子 
的 基本 概念 ,基本 性 质 和 基本 定理 ,并 介绍 对 偶 空 间 、 对 偶 算 子 、 弱 收敛 等 概念 . 


5.1 线性 算 子 的 有 界 性 与 连续 性 


1. 线性 算 子 与 线性 泛 函 
(1) 线性 算 子 的 概念 


定义 5.1.1 设 X,Y 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,T:X->Y 称 为 从 X 到 Y 的 线 
性 算 子 , 若 Ya,pEK,z,yEX, 有 
Tlax + By) = aTz + 8BTy. 
当 Y=K 时 , 称 了 为 线性 泛 函 . 
例 5.1.1 若 映射 1:X>X 满足 
Kx) = x, VrEX, 
则 称 [为 X 上 的 单位 算 子 ( 恒 等 算 子 ). 单位 算 子 是 线性 算 子 . 
例 5.1.2 若 映射 O:X->Y 满足 
Qr=0, VzEX， 
则 称 O 为 零 算 子 . 零 算 子 是 线性 算 子 . 
例 5.1.3 若 映射 T:X-~X 满足 
Tz = az, VrEX, 
其 中 wEK, 则 称 工 为 X 上 的 纯 量 算 子 . 纯 量 算 子 是 线性 算 子 . 


(2) 线性 算 子 的 零 空间 与 值 域 


定义 5.1.2 设 T:X>Y 是 线性 算 子 , 称 
T> ((0)) = {x € X:Tzr =0} 
为 工 的 零 空 间 (null space) 或 核 (kernel) ,i fE N(T) 或 ker(T); 称 
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T(X) = (y € Y:y = Tz,z € X) 
为 工 的 值 域 (range), 记 作 RCT). 
注 对 线性 算 子 T, 一 定 有 0Eker(T) ,因为 
To= T(0+0) = To 十 To = 2T0, 
To= 0. 
线性 算 子 了 的 零 空间 与 值 域 可 以 用 来 判定 了 的 属性 . 
命题 5.1.1 设 T:X>Y 是 一 个 线性 算 子 , 则 
1° 下 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 : 


ker(T) = (0); 
2° 了 是 满 射 的 充分 必要 条 件 是 : 
RT) = Y. 
证 1° 必要 性 : YzEker(T), 则 有 
Tzr = 0, 


又 T0=0, 由 工 是 单 射 , 知 zx 一 0, 从 而 有 ker(T)= (0). 
充分 性 : 设 有 z,yEX, 使 得 Tz 一 Ty, 则 由 
T(z—y) = Tx — Ty = 0 
K ker(T)={0}, 4 z=—y=0,z=y. 
2° 由 定义 1. 2. 2 可 以 直接 看 出 . 证 毕 . 


2. 有 界 性 与 连续 性 
(1) 有 界 性 与 连续 性 的 概念 


在 第 2 章 中 我 们 已 经 定义 了 一 般 算 子 的 连续 性 概念 ,下 面 我 们 来 看 线性 算 子 
的 有 界 性 概念 . 

定义 $.1.3 W X,Y 是 赋 范 空间 ,T: XY 是 线性 算 子 . 若 3M>>0, 使 得 
YxzEX, 有 

l Tx || <MIlzl, 

则 称 工 为 有 界线 性 算 子 ,否则 称 为 无 界线 性 算 子 . 

例 5.1.4 单位 算 子 、 零 算 子 都 是 有 界线 性 算 子 . 

例 5.1.5 设 M 是 Hilbert 空间 五 的 闭 子 空间 , 则 从 H Z| M 的 正 交 投 影 算 
子 P 是 有 界线 性 算 子 . 

证 由 式 (4.5.1), 有 

I Pz I| < =l, 

故 己 是 有 界线 性 算 子 . 

例 5.1.6 [a,6] 上 的 连续 函数 的 积分 
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fa) = f'zoo 
是 Cl([a,6]) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
证 显然 ,f 是 从 C([a,65]) 到 KK 的 线性 泛 函 , 且 在 C([a,5]) 的 默认 范 数 
l e lof» 


Ifœæ l= |zoa|< f zw 1 a < f’ max | z0) | de 


= lzlsd= 0-0 zl» 

故 有 界 . 

例 5.1.7 HC Co IDEE C([0,1]) 的 子 空间 , 则 微分 算 子 

T= $C Co, -~ C([0,1]) 

是 一 个 无 界线 性 算 子 . 

证 VYzx,y€EC'([0,1]), Ya,BEK, 有 

Tlar + By) = (az + By)' = az” +8y” = Tx +BTy, 

故 工 是 一 个 线性 算 子 . VM>>0, 取 z 一 zl, 则 有 


1 zl。 = max|#@[|=1, 
#€E[0,1] 
由 于 
| Tx | <= || (M+D™ || o = max | (M+ De | 
#€[0,1] 
=M+1> Mlzl~, 
故 工 是 无 界 的 . 


(2) 有 界 性 与 连续 性 的 性 质 


定理 5.1.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T;X->Y 是 线性 算 子 , 则 T 8 POST HX 
中 的 有 界 集 映 为 了 中 的 有 界 集 . 

证 必要 性 : 设 A 为 X 中 的 有 界 集 , 则 习 工 >0, 使 得 

lzl <L, Vz€A; 
BH TAR, 3 M>0, 使 得 
1Tzl 和 Mizl 和 CMV， VzEA， 

故 T(4) 为 了 中 的 有 界 集 . 

充分 性 :由 于 集合 


Tr? E xo} 
在 单位 球面 上 , 故 是 X 中 的 有 界 集 , 从 而 有 
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(TCRETz):ze xv) 
R Y 中 的 有 界 集 ,于 是 3M>0, 使 得 YrzEX\{0}， 


tal- | rz|=|rCOETrzj|<w 


ll Tz | <MIzl, 

显然 此 式 当 z=0 时 也 成 立 , 故 工 有 界 . 证 毕 . 

E 有 界线 性 算 子 将 有 界 集 映 为 有 界 集 ,这 就 是 有 界 性 一 词 的 由 来 . 

定理 5.1.2 设 X,Y RREZE, T: XY 是 一 个 线性 算 子 , 若 了 在 某 一 点 
zoEX 连 续 , 则 工 在 X 上 连续 . 

证 YzEX,{ze)CX, 若 zz, 则 有 

mr 一 并 十 To 一 To (n— °°). 
此 时 ,由 工 的 线性 性 和 在 z, 处 的 连续 性 ,有 
Tx, — Tx = T(z, — z) = T(z, — x+ ze) — Txo > 0, 

故 Tz,—Tz(n—=co) ,证 毕 . 

由 定理 5. 1. 2, 要 验证 一 个 线性 算 子 是 否 连续 ,只 需 验证 它 在 一 点 (例如 ,0 点 ) 
的 连续 性 即 可 


(3) 有 界 性 与 连续 性 的 关系 


定理 5.1.3 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X-~~Y 是 一 个 线性 算 子 , 则 T ERST 
AR. 
证 必要 性 : 若 工 连续 , 则 由 工 在 0 点 的 连续 , 知 
Tr—T0=0 (z—0O, 
从 而 对 e==1, 36>>0, 使 当 上 z | <ó t A 
l Tæ || <1. 


Bp 


VYxEX, 若 了 0, 则 由 


Š |- ò = 
latre- iTlz1- 和 <， 


r|- <, 
[r (aT z)|= BA z|- < 


17z1 入 过 1zl， 
此 式 当 z=0 时 也 成 立 , 故 有 界 . 


得 


整理 得 
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充分 性 : 若 工 有 界 , 则 由 mm 一 z 可 得 
ll Tz,— Tx || = | Tz, —z) | <M|| z, —z || — 0, 
即 Tz,—Tz=,uEtE. 
注 定理 5. 1. 3 说 明了 线性 算 子 有 界 性 与 连续 性 的 等 价 性 ,这 就 是 为 什么 在 
泛 函 分 析 中 只 提 有 界线 性 算 子 而 不 提 连 续 线 性 算 子 的 原因 . 


习题 5.1 


1. 证 明 纯 量 算 子 是 有 界线 性 算 子 . 

2. 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T: XY 是 有 界线 性 算 子 ,证 明 :T 的 零 空 间 ker(T) £ X HAF 
空间 . 

3. 设 B(R) 为 R 上 的 实 值 有 界 函数 空间 ,给 定 A>0, V z€ B(R) ,定义 时 延 算 子 T. B(R) 一 
B(R) 为 

(Tr)(O = z(t—A). 

在 上 确 界 范 数 下 ,了 是 线性 有 界 的 吗 ? 

4. 证 明 ,[a, 刀 上 的 连续 函数 的 积分 


I 
sæ = | zWar 
在 范 数 
1zl =f lz |d 
下 也 是 CCa b) EHA RREZ K. 
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1. 算 子 范 数 
(1) 算 子 范 数 的 定义 
定义 5.2.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 有 界线 性 算 子 , 令 
_ T. 
ITI = sp fal, (5.2.1) 


则 称 数 | T | 为 工 的 算 子 范 数 ,简称 为 范 数 . 
注 由 有 界线 性 算 子 的 定义 , T | 是 一 个 有 限 数 . 
命题 5.2.1 设 T:X->Y 是 有 界线 性 算 子 , 则 
ITI = sup, || Tz || = sup I| Tæ ||. (5. 2. 2) 
证 由 


ITI =sup L | TaT Te|= slr a)|. 
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得 


ITIS s l Tel < syp, I Tel <, sup o Tit 
<s iTi, 
故 式 中 <" 均 可 改 为 等 导 , 证 毕 . 
命题 5. 2. 1 实际 上 给 出 了 算 子 范 数 的 两 个 等 价 定义 ,以 后 会 经 常用 到 . 
(2) 算 子 范 数 的 意义 


从 几何 上 看 ,VY z<€ X(z=z=0),a€ K(azZ:0),4 


l Tear) | -arz — lal || Tz Il — l Tz | 
llar || lax || lal Tzl lel’ 


al TELE T £ z DRRR AT | TIRAT 工 在 所 有 方向 上 的 最 大 
伸缩 率 ; 

从 代数 上 看 , YzEX, 有 

lTi < ITI lel, (5. 2.3) 
而 对 满足 | Tx | <M || x || ñ M, XA 
a T 
171 = sup Tel <M, 

故 算 子 范 数 是 满足 Tz | <M || =I 的 所 有 M 的 下 确 界 . 

(3) 算 子 范 数 的 求法 

除了 直接 使 用 定义 以 外 , 求 算 子 T 的 范 数 通常 可 以 分 为 两 个 步骤 ， 

1 找到 一 尽 可 能 小 的 M, 使 得 

l Tx | <M zll» 


由 此 ,可 得 Tl <M; 

2 ”选取 一 单位 向 量 zoEX, 使 得 

lÍ Txo || = M, 
由 此 ,可 得 
ITI = sup, I Trl > || Tzo || =M, 

合 之 , 即 得 | T || =M. 

下 面 , 我 们 来 看 两 个 具体 例子 . 

例 5.2.1 对 纯 量 算 子 

Tz = az, V<= e€ x, 

ITI = lal ,特别 地 ， 
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MII =1. 
证 由 算 子 范 数 的 等 价 定 义 ， 
ITI= sup | Trl = sup |a Il 
二 


例 5.2.2 对 积分 算 子 
(Tz)0) = [zeoas, 


1° # TRECU, b), || e || =)—(C([a,5]J), || 。|-) 的 算 子 时 ， 
ITI =b—a; 
2° EE T 8fEC(L([a,6]), || ° DCC], || * DAF, 
ITI =1. 
证 1° Vz€C([a,b]),# 


lI Tx l= max 


za|< max lz | as 
b 
=f’ zc la <| mlz | ds 


b 
-f lz | »ds = @— a) | zl, 


HITI <b-a 取 
Zolt) = 1, 
则 
1m1- = max lll=1, 
| Tao | =6—a, 
# TI 一 ba 


2° Vz=€ L([a,b])),# 
I i 
| Te le = max | f'zoas|< f! lz 1ds = zh, 


故 1T1 和 1 取 


= —1 
zo (t) = 站 


则 


; 
lal = | ptes, 


t—a 
b—a 


=], 


' 
IT |< = mes||. sad| = max 
sElab]| Ja b—a e€[a,8) 


故 1T1 =1. 
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2. 有 界线 性 算 子 空间 


定义 5.2.2 设 X,Y 是 数 域 K 上 的 赋 范 空间 , 记 B(X,Y) 为 从 X 到 Y 的 有 界 
线性 算 子 的 集合 . V z€ X, aC K,fE B(X,Y) 中 定义 线性 运算 
(T, +T,)z== Tiz+ T,z, 
(aT)z= a(Tz), 
则 B(X, 了 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 称 为 有 界线 性 算 子 空间 . 
注 记 B(X,X)=B(X). 
定理 5.2.1 BC(X,Y) 按 算 子 范 数 成 为 一 个 赋 范 空间 . 
证 由 于 B(X,Y) 是 一 个 线性 空间 , 故 只 需 验证 算 子 范 数 满足 3 条 范 数 公 理 . 
1° 正定 性 :显然 , | T | 0; || T | =0, 则 对 YzEX, 有 
l Tz | < TI zl =o, 
从 而 有 Tz=0,T=0,;# T=0, W4 


ITI = sup | Tz = sup Hol =o, 
故 
ITI =° e T=O. 
2° 绝对 齐 次 性 :YaEK, 有 
laT l= sup leoTz | =la | sup |Tel =lal ITI, 
3° 三 角 不 等 式 : YTi TEB, Y), A 
Im 十 TD)zl= | Tz+Tzl < l| Tiz || + Il Tx l 
<l Tl la=l + IT, H zl 
= (THIT IDIEN, 
故 


IT+T <l T. l + l T, l. 
3. AFIKERE Ts tik Gk 


有 界线 性 算 子 空间 在 算 子 范 数 下 的 收敛 性 ,就 是 依 算 子 范 数 收 敛 . 

定义 5.2.3 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,B(X,Y) 中 的 算 子 列 { 工 } 称 为 依 算 子 范 数 
收敛 , 若 3 TE B(X,Y) ,使 得 

IT.—T| —0 (一 co)， 

记 作 T, 一 T(n->o0). 

定理 5.2.2 设 {T,}CB(X,Y),TEB(X, 门 , 则 T, 一 TS 在 XX 的 任 一 有 界 
RET 一 致 收敛 到 Tz. 

证 必要 性 : 设 ACX 是 一 有 界 集 , 则 3M>0, 使 得 YrzEX, 有 
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lzi <M, 
再 由 T, >T, A Y >0, 3 N=N(e)€ N,f#ë4 n>N 后 ,有 
1T. 一 Tl <É 
从 而 有 
17z 一 产 1= |T- Dal < IT-T zl 


<MIT.—TI <e. 
WEA 上 有 Tez =Tz. 


充分 性 :X 中 的 单位 球面 S 是 一 个 有 界 集 , 故 Ve>0, 3NEN, 使 得 对 YzE S, 


只 要 nN, RA 
IT. — Ta || <e. 
此 时 ,有 
IT,—T|= sup ll CT.— Da | 
= sp | Taz — Te || <e 
故 T, >T. 证 毕 . 


注 基于 此 ,也 称 算 子 列 的 依 算 子 范 数 收敛 为 一 致 收敛 . 


定理 5.2.3 若 了 是 Banach 空间 , 则 B(X,Y) 也 是 Banach 空间 . 


证 设 {T,} 是 BC(X,Y) 中 的 Cauchy 列 , 则 当 m,n->co 时 ,有 
ITa —T.l —0. 
此 时 , YzEX, 有 
ICT,—T.=| < lI T.—T,l lzl —o, 
#(T,z) E Y 中 的 Cauchy 列 ,由 Y 的 完备 性 , 知 3yEY, 使 得 
Tr — y. 
定义 算 子 T:X->Y 为 
Tr = y, 
则 工 是 一 个 线性 算 子 ,下 证 T, —T. 
ERG. 2. 4) 中 令 m-~>co, 有 
上 CT 一 TD)zl < Tim | TaT, | lzl, 
故 有 
fT 一 TI < im | T.,—T,.|, 
Tm || T.—TI < Im Tim || T.—T.l =0, 
从 而 有 
lim | T, — T || = 0. 
最 后 ,由 T, fl T —T, 的 有 界 性 ,得 


(5. 2. 4) 


5.3 有限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 。129。 


T= (T—T.) +T, € BX,Y, 
故 B(X,Y) 是 完备 的 . 证 毕 . 


习题 5.2 


1. 定义 T:C([0,1])-C([0,1]) 为 
Ce = 下 rods， 


证 明 :T 是 C([0,1]) 上 的 有 界线 性 算 子 并 求 ‖ 工 | . 
2. Yz 一 (zzaD)EPR, 定 义 
Tat = (2y 222a 05t) y 
WEH: T, EBU), HR | T. |. 
3. 设 {e,) 是 Hilbert 空间 H 的 标准 正 交 基 ,定义 如 下 的 算 子 ， 


T(Bae)= Daem, 

证 明了 是 电 上 的 有 界线 性 算 子 并 求 | T|. 
4. 设 TEB(X,Y),SEB(Y,2Z), 证 明 :S*TEB(CX,Z), 且 
1s.TI1< HSNITI. 


5.3 ”有限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 


1. 线性 算 子 的 有 界 性 


定理 5.3.1 设 X 是 有 限 维 赋 范 空间 ,Y 是 任意 的 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 线性 
算 子 , 则 工 有 界 . 
证 设 (X, | e DA n ERAZ, (ese) E X ERTEM EXA 


Z= Ni rie 
F 名 
lzl:= (È la 191, 
Wa |, 是 区 上 的 一 个 范 数 , 且 
ITa I= |Z aTa]< È laTe 


=È lal Tal < (È la DEO T19 


一 Clzl，， 
其 中 


c= (È ITa 191. 
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由 定理 3. 4. 2, 有 限 维 线性 空间 中 的 任意 两 个 范 数 等 价 , 故 有 
lzle <C lzl, 
从 而 有 
1Tzl 和 cc' 1zl， 
因而 工 是 有 界 的 . 
作为 定理 5. 3. 1 的 一 个 特例 ,R" 中 的 线性 函数 都 是 连续 的 ,这 就 是 为 什么 在 
高 等 数学 中 没有 线性 函数 有 界 性 这 一 概念 的 原因 . 


2. 线性 算 子 空间 与 矩阵 空间 的 同 构 
(1) 由 给 阵 确定 的 算 子 


在 线性 代数 中 ,我们 知道 矩阵 是 研究 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 变换 的 有 力 工 
具 , 在 泛 函 分 析 中 也 同样 如 此 . 

B X,Y 是 数 域 K 上 的 有 限 维 空间 ， 

dimX = n, dimY = m, 
T:X>Y 是 线性 算 子 , {e1，,…，,e,) 是 六 的 基 , {ei，,…,em} 是 Y 的 基 , 且 
Te; = > aje G =1,2,=.,n). (5.3.1) 
i=l 
记 4 一 (ay )wxn, 并 定义 
Tlersezs*** sen) = (Ters Tez", Ten)» 

则 用 和 矩阵 符号 来 表示 (5. 3. 1) ,就 有 


an ae * ax 


azn ae ° Am 
Te ez sss e,)= (€1s€23**sEm) | , k 


= (elyez，…en)A， (5. 3. 2) 
此 时 , YzEX, 记 
z= Dre Tr = J) yeis 
j= = 
则 由 


z 

s Tz 
Tr= 六 mnTe = (Te, ‚Ter, Ten) | 
j=1 š 


Tn 
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Tı 


Tz 
= (elyez，…en)4| , 


js 
N 
w > YEi = (erse2 8.) > 9 
i=l : 
Ym 
得 
N Tı 
”|=4l*|， (5.3.3) 
Ym Tn 
故 工 完全 由 和 矩阵 4 所 确定 . 


将 mX n 的 矩阵 4 一 (ay )wxs 看 作 Euclid 空间 K"" 的 元 素 
OT ee E T 3 
令 S:B(X,Y) 一 K">" 为 
S(T) =A, YTE B(X,Y), 
则 S 是 线性 算 子 空间 B(X,Y) 与 矩阵 空间 K"™" 的 线性 同 构 映 射 ,B(X,Y) 与 K>" 
线性 同 构 . 
基于 上 述 原因 ,我 们 可 将 对 应 于 矩阵 4 的 线性 算 子 径 记 为 A. 


(2) 由 矩阵 确定 的 算 子 的 范 教 


定理 5.3.2 设 4 一 (ai )nxn EK” ,A:K">K" 定义 为 
Ar=Ar, Yr= (rz)m€K', 
则 A 是 一 个 线性 算 子 , 且 若 在 K" 中 使 用 范 数 


(È lz), 1<p<%, 
lel, = =— 


max | z; |, p=, 
Ija 
则 相应 地 有 算 子 范 数 
上 IAI = pax È |as l» 6.3.4) 


2° lAl- = max 27 |a; |; (5.3.5) 
m 
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3° MA ||: = max y à; l> 
其 中 4(j 二 1,…,n) 为 4TA 的 特征 值 . 
注 特别 的 , 若 
A: (Rs, | e a = R, || + ||) 
所 对 应 的 矩阵 A 是 对 称 阵 ,4 的 特征 值 为 MG 一 1,…z)，, 则 
IA || z = max |à; l. 
1<;< 
证 rg 
a= max | a; l» 


"i= 


则 由 式 (5. 3. 3)， 
lAr l= PIPER las Ila; l 


ii je 


=> la llzi 


j=) i=l 
a 

=> 1z1(2 lal) 
= 各 

<a> |z; |=alzl, 
jm 


故 14 <a; a, la | 取 到 最 大 值 a, 记 
m = (Qs0 6 0,1,0,--.,0)7T, 


Rao 
则 | zo |151, 
I Azo li = X lan l=a, 
i=l 
# |A || =a. 
2 i 
b= max > | aj |» 
m= 
则 由 式 (5. 3. 3)， 


| 4z1 -= max | Havzi |< mard lau Ila; | 


< max $h | as | max | a | 


= (max 9 las 1) Cmax | z; 1) 


(5.3. 6) 


(5.3.7) 
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=bl zl, 


# A |< i= 时， D | aç | 取 到 最 大 值 5, 记 


Zo = (SEN ablysgn az," sgna)l, 


l, z>0, 

| 0， z=0, 

~l; £<0 

为 工 的 符号 函数 , 则 当 A 不 为 零 矩阵 时 , | zo | = 一 1， 


其 中 


| Aro l -= max | Dossenew|= D | aw I= b» 
HA |A | ==, T0 A HEPER, RG. 3. 5) BARY EE. 
3° 仅 证 式 (5. 3. 7). 由 于 A 是 对 称 阵 , 故 A 有 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 
ves,…veas 分 别 对 应 于 特征 值 4542,…sXs ,不妨 设 


là: |= max |à; l. 
1<j<n 
VIER, H z = Daje; , 故 

j=l 
lAr 13= | Zae; = [Zaal 

名 £ 

= > laa l? = 2) la l lae; I3 
j=1 jei 


i f 

2 

<là |? D lajes l} =la |> l: 
gag 2⁄4 


=] à Ë lzli, 
从 而 有 1 Az || <là lz], HAJ a< li 1; 又 对 单位 特征 向 量 a, 
l Ae, l; = Baal Í =l l> 


故 
1Al:=Ih 1= max | à l. 
证 毕 . 
例 5.3.1 设 线性 算 子 A:(R?, | + D>, || + 中 :) 的 矩阵 为 
4-(0 a) 
RETF A 的 范 数 . 


解 4 为 对 称 阵 , 令 
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4—2 ”一 1 

一 1 一 2 
一 0 一 DO 一 3) =0, 

得 4=1,4=3, 故 A 有 特征 值 为 1,3, 再 由 式 (5. 3.7), 有 

IA || z = max {1,3} = 3. 


-AI- | K 


习题 5.3 


1. 定义 T:R? 一 R? 为 
Tr = (mn), Yr= (n,n) € R°, 
证 明 了 为 有 界线 性 算 子 并 求 | TII. 
2. 设 线性 算 子 A:R* 一 R* 所 对 应 的 矩阵 为 


2 1 
A= (, ,)' 
求 算 子 A 的 范 数 . 
3. 设 线性 算 子 A (R", || ° DR, || > || — ) 所 对 应 的 矩阵 为 4 一 (au )wxn ,证 明 : 
HAM = ¿mak | ov l. 


5.4 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 性 质 


1. 开 了 映射 定理 


定义 5.4.1 设 X,Y 是 距离 空间 ,映射 T:X->Y 称 为 开 映 射 , 若 工 将 X 中 的 
开 集 映 为 Y 中 的 开 集 . 

由 定理 2. 3.4 知 ,在 连续 映射 下 , 开 集 的 原 像 集 是 开 集 ,但 开 集 的 像 集 不 一 定 
是 开 集 ,例如 > 一 sin z 将 (0,2r) 映 到 [一 1,1], 故 连续 映射 不 一 定 是 开 映射 . 

下 面 的 定理 给 出 了 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 是 开 映射 的 条 件 . 

定理 5. 4. 1( 开 映射 定理 ) 设 X,Y 是 Banach 空间 ,TE B(X,Y). 若是 满 
射 , 则 工 是 开 映射 . 

定理 的 证 明基 于 Baire 纲 定理 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [2]. 


2. 逆 算 子 定理 


定理 5. 4. 2( 逆 算 子 定理 ) V X,Y Æ Banach 空间 ,TE B(X,Y). 若 工 是 双 
射 , 则 工 的 逆 算 子 存在 且 工 一 E BCY,X). 
证 工 是 双 射 , 故 T OFE: h TERY, A ker(T) 一 (0} , 故 由 
T(T-!1(Gaz +by) —aT 1z—bT-1y) = 0 
知 
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T (axr +by) = aTr +T y, 
从 而 有 T-: 是 线性 算 子 ;由 工 是 满 射 , 知 工 是 开 映 射 , 故 任 给 X ATEU, TU) 
是 Y 中 的 开 集 ,再 由 
(TD = TU) 
和 定理 2. 3. 4, 知 工 -! 连 续 , 故 T EBY, X). WEHE. 
对 算 子 T:X-~~Y, 如 果 我 们 知道 算 子 方程 
Tr = y 
解 的 存在 性 与 唯一 性 ,我 们 还 关心 解 的 稳定 性 问题 , 即 当 > Y 中 有 微小 变化 时 ， 
相应 的 解 =TIO E X 中 是 否 只 有 微小 变化 ,反映 在 算 子 T 上 ,就 是 逆 算 子 
T 一 是 否 是 连续 的 . 下 面 我 们 来 看 一 个 具体 例子 . 
例 5. 4. 1( 线 性 微分 方程 解 的 稳定 性 问题 ) 设 a1,…,arEC([a,6]) ,考察 
阶 线性 微分 方程 
E Taa 十 … 十 akz = y, (5.4.1) 
= hema = z” |=, = = = z@ |,-, = 0, 
由 微分 方程 的 理论 知 , V y€ C([a b), HEG. 4.4) 存 在 唯一 的 & 阶 连续 可 导 解 
z==(t) ,证 明 : 解 连续 地 依赖 于 y. 
证 上 阶 连续 可 导 函 数 空间 C*([a,5b]) 在 范 数 
k 
lzl = > max EOR] 
下 是 一 个 Banach 空间 , 令 
M= {(zECt[a,b):zr(a) 一 za) = + = z(a) = 0), 
则 M 是 C4([a,b]) 的 一 个 闭 子 空间 ,从 而 也 是 个 Banach 空间 (定理 3. 3. 2). 定义 
映射 T.M—--C([a bH 
Tx = z@ +a 十 … 十 asz， vz € M, 
则 了 是 一 个 线性 算 子 . HF assar € C([a,b]) 8k 
max (1, la G) |, law |) = L 
是 有 限 数 , 且 
i Ta | == max | zco CD +a (Dz OE +adDz=( | 
ë max (| LP E) |+ | aa (Oz I+ | a, G0O<x(0O |) 


<L max(] z (0) | 十 | z% (0 | 十 … 十 | z() 1) 


k 
ow |= 
<L2 ml 0O |= Llaes 


故 工 有 界 .又 由 (5.4. 4) 解 的 存在 性 与 唯一 性 , 知 了 是 双 射 , 故 由 逆 算 子 定理 ,T 1 
有 界 , 故 (5. 4. 4) 的 解 x 连续 地 依赖 于 y. 
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3. 闭 图 像 定理 


R° 的 曲线 y= F(z) 的 图 像 是 点 (z, f(z)) 的 轨迹 ,仿照 R°: ,我 们 可 以 在 一 般 的 
赋 范 空间 中 定义 算 子 图 像 的 概念 . 

定义 5.4.2 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 算 子 , 则 XXY 的 子 集 

((z,Tz):z= € X) 

称 为 算 子 T 的 图像 (graph), 记 作 GCT). 

定义 5.4.3 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 算 子 T:X->Y 称 为 闭 算 子 , 若 T 的 图 像 
G(T) 是 XXY 的 闭 子 集 . 

定理 5. 4. 3( 判 别 定理 ) 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X-~>Y 是 线性 算 子 , 则 TE 
闭 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :由 tr >r, TI ync), AEH 

y= Tax. 
证 必要 性 :由 rz 一 z,Tzo 一 ,得 
(m,,Tz,) > (x,y) (n— co); 

由 G(T) 闭 ,得 (z,y)EG(T), 从 而 有 > 一 Tz. 

充分 性 : V Cry) EGT) W F Can Tan) EGIT) ,使 得 

(Ens Tz,) > (13y), 
而 在 积 范 数 下 这 与 z=,—=,Tz,—y 等 价 , 从 而 有 y= 二 Tx， 
(x,y) = (z,Tr) € G(T), 

故 GCT) 闭 .证 毕 . 

定理 5. 4. 4( 闭 图 像 定 理 ) 设 X,Y 是 Banach 空间 ,映射 T. XY 是 线性 算 
子 , 若 工 是 闭 算 子 , 则 T 为 有 界 算 子 . 

证 X,Y 是 Banach 空间 , 故 XXY 是 Banach 空间 .由 于 G(T) 是 XXY 的 闭 
子 空间 , 故 G(T) 也 是 Banach 空间 . 定义 P .G( T) >X H 


P(z,Tz) = xz, 
则 己 是 一 一 对 应 的 线性 映射 ,上 且 是 有 界 的 : 
|| P(z,Tz)1 = lz | < liz l| + | T> | = I Ta) |; 
故 由 逆 算 子 定理 ,P-' 是 连续 的 . 又 
l| Tæ |< Hl + | Tæ ll = || Tx) 1 


= IP a Pa lzl, 
从 而 得 工 是 有 界 的 . 
注 “定理 中 的 完备 性 要 求 是 必需 的 ,一 般 的 赋 范 空间 间 的 闭 线性 算 子 不 一 定 
是 有 界 算 子 . 
例 5.4.2 将 C([0,1]) 看 作 C([0,1I]) 的 子 空 间 , 则 由 例 5. 1. 7, 知 微分 算 子 
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T= Š : C [oD — C0,1D) 


是 一 个 无 界线 性 算 子 ,下 证 其 为 闭 算 子 . 
设 有 {z,}CCL([0,1]) ,使 得 tn>, Tray. 由 于 (CC[0,1]), || * |= PA 
列 的 收敛 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛 , 故 
(Tr,)G) z y(), 
从 而 由 定理 1. 5. 3, 在 等 式 


a) — z0) = f'ra Ods 
两 边 同 时 令 n->oo, 得 
z0 — 10) 一 | yd 


从 而 有 
Tx = =G) = y(t) = y, 
故 由 判别 定理 , 知 T 为 闭 算 子 . 
例 5. 4. 2 中 的 闭 算 子 不 为 有 界 算 子 , 究 其 原因 ,在 于 C:([0,1]) 在 C([0,1]) 
的 范 数 下 不 是 一 个 Banach 空间 . 


习题 5.4 


1. 证 明 :Banach 空间 X 上 的 非 零 有 界线 性 泛 函 是 开 映射 . 
2. 设 X,Y 是 Banach 空间 ,TE B(X,Y). 若 工 是 双 射 ,证 明 : 3a,5>0, 使 得 YXEX, 有 
alzl < I Tz | <l =l. 
3. 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 闭 线性 算 子 ,证 明 :ker (DÆ X 的 闭 子 空间 . 
4. t H Æ Hilbert Z RERS T: H>H ME 
(Tr,y) = (z,Tyy, Vz, € H 
证 明 :T 是 日 上 的 有 界线 性 算 子 . 


5.5 一 致 有 界 原理 及 其 应 用 


1. 一 致 有 界 原理 


在 实际 应 用 中 ,我 们 处 理 的 算 子 常常 不 止 一 个 ,而 是 一 族 ,这 就 需要 讨论 算 子 
族 的 一 致 有 界 性 . 

定义 5.5.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,FCBC(X,Y). 算 子 族 F 下 称 为 一 致 有 界 的 ， 
若 { | :TE 下} 为 有 界 集 , 即 
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gpITI <. 


定理 5. 5.1( 一 致 有 界 原理 ) 设 X Æ Banach 空间 ,Y 是 赋 范 空间 , 算 子 族 
FCB(X,Y).# V =€ X,# 


sup || Tx || = MG < œ, 
则 算 子 族 下 一 致 有 界 . 
证 令 
= (z€ X:sup || Tz || <n}, 
则 
A =ŅT [B,C0)] 
为 闭 集 , 且 
由 Baire 纲 定理 , 非 空 的 完备 空间 是 第 二 纲 集 , 故 必 有 一 An 含 一 内 点 a, 否则 对 所 
H A, 均 有 
Ay = (Ay = Ø, 
X 为 第 一 纲 集 , 
设 有 0 使 得 BCaCA。 则 YzEX, || zll=1, 有 
| Te || = È | Ta +r) — Ta || < cl Tea tre) || + || Ta D < 2, 
从 而 有 


ITI = sup, | Te I < 2m, 


sup MI TI <% m < co, 
证 毕 . 
一 致 有 界 原理 可 以 改写 为 更 为 直观 的 共鸣 定理 . 
定理 $. 5.2( 共 鸣 定 理 ) 设 X Æ Banach 空间 ,Y 是 赋 范 空间 , 若 算 子 族 
FCB(CX,Y) 不 是 一 致 有 界 的 , 即 
supli T| = °, 
MU 3 z€ X,4848 
sup || Tr || = ee. 


注 此 时 称 z 为 算 子 族 F 603808 8. 
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2. 一 致 有 界 原 理 的 应 用 


在 实际 应 用 中 ,我 们 通常 利用 一 致 有 界 原理 来 判定 某 些 有 界 性 问题 ,利用 共鸣 
定理 来 判定 某 些 发 散 性 问题 ,解决 问题 的 关键 在 于 能 否 构造 出 一 个 合适 的 Banach 
空间 上 的 有 界线 性 算 子 族 . 


(1) 有 界 性 问题 
例 5.5.1 设 实数 列 {au} 对 任何 满足 > B < co RRA) ,都 有 


> lab, |< so, 
= 
证 明 : 
3 ai < eo. 
k=l 
证 YVr=(b sb EL, G T, Pl 为 
Trx = (aibi as 0，) y 
则 有 
sup || Tpz | = spa lab, | 一 > lab, |< co， 


故 由 一 致 有 界 原理 , {T,} 一 致 有 界 . 下 面 来 计算 | T, | . 
因为 


ITeli= Ñ lab I< (ġa) (22) 
< {Da zle 


故 有 IT, < (Xai) 


k=1 
zo = Í al] Bc, a,0,-3), 
W || zo | :一 1， 


l Tazo l= {Xa}? || Carai asasy0,) |, 
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从 而 有 


IT. = (Xa), 


k= 


supll Tal = {Sa}t <o. 


k= 


(2) 发 散 性 问题 š 


例 5. 5. 2(Fourier 级 数 的 发 散 性 问题 ) 在 实 C([ 一 x,x]) 中 , V z€ C([—x, 
r]),z 的 Fourier 级 数 为 


M: 


+ 2, (acos kt +bsin kt), (5.5.1) 


ws 
T| 


1 


其 中 


a= 4 zeos hd: 下 = 01)， 
x. 

h = tf" zsin dr G = 1,2,-), 
x 一 


WER: RE to Elnr], 3z€ C([—=,=]), E4 z 的 Fourier 级 数 (5.5.1) 在 如 
处 发 散 . 
证 仅 对 二 0 证明. YzEC([ 一 rz,zx]),z 在 0 处 的 Fourier 级 数 为 
24 Sa, (5.5. 2) 
k=l 
S T,:C([—x,x])—R 为 
二 汪汪 SO is 
Te $+ Drar = 1f sof} + Deos w Jar 


= 1) 20D, 0dr, 
KI 


其 中 


5.5 一 致 有 界 原理 及 其 应 用 -m-e 


E A E uy al 
z rgt (++): sin + _ sn ++): 
2 2sin +z 2sin l S 
2 2 


则 有 
I Taz |= | [` zoo, Cd|< if | z( || D,( | de 


TE 
<if | D,G) | dr max, | z) | 
A 

=2 po dlzl。， 


ATARE |T. l < Ëf? (pala. 


= 2. 
IT = Ëf pola. (5.5.3) 
令 
hO = 22, 
| D.C) E 
则 有 所 EC([ 一 xz]),| fa <1. 由 
z lif 
IT.|= syp, I Tarl > I Tafa = ES opa 
Di) — = 
=1f DW) —PD Q a> if 
ID, I+ ID.) +L 
=1 ra D.) | 一 i)a 


= 下 ID.) |d- 2, 
wJ m 
令 mcc 即 得 式 (5. 5. 3). 此 时 ， 


|sin (a+ 
Ir. = 2 po a| > 1 leer), 


= 2| rb. Lain Sin s a| > 2 [= sin s |gs 
Zahl s 
El fdrbDz 
一 二 人 sin s [js 


x= 
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2 1 opo 
>45 at. lsi] ds 
=4SY l _ 451 
£ k+1 AE k’ 


再 由 调和 级 数 1 的 发 散 性 ,得 


supll T, || = 一， 
故 由 共鸣 定理 , 知 习 x。€ECC[ 一 ,wj) ,使 得 
sup || T,zo || = so, 


即 xo 在 0 处 的 Fourier 级 数 (5. 5. 2) 的 前 ”项 和 的 极限 为 co , 故 该 级 数 发 散 . 

实际 上 ,要 构造 一 个 具体 的 周期 为 2x 的 连续 函数 ,使 得 它 的 Fourier 级 数 在 
某 一 指点 发 散 并 非 易 事 . 1873 年 ,Du Bois-Reymond 首次 给 出 了 一 个 连续 函数 的 
Fourier 级 数 在 一 点 发 散 的 例子 ,FejerQ 于 1910 年 也 给 出 了 一 个 构造 性 的 反例 ,其 
证 明 相当 繁 琐 . 例 5. 5. 2 的 证 明 充 分 体现 了 泛 函 分 析 方法 的 高 度 概括 性 与 应 用 上 
的 普 适 性 . 


习题 5.5 


1. 设 X 是 Banach 空间 ,Y 是 赋 范 空间 , {T,}CB(X,Y). 若 YrzEX,{T,z) 是 Y 中 的 
Cauchy 列 , 证 明 : 算 子 列 {T,) 一 致 有 界 . 


2. 设 实数 列 {a} 对 任何 满足 318 < oo 的 实数 列 {bh) ,都 有 


22 < °, 
=I 
WEH: 

gyp | a |< °. 


3. 设 实数 列 {a} 对 任何 满足 > | à | 二 oo 的 实数 列 {b) ,都 有 


D lab, |< eo, 


£ 
WA: 
gup | a |< e°. 
4 


4. 设 y(D8[a, B] EHTNE, >,+ EV z€ L Cad) By 
[zoroa 


O 杜 布尔 - 雷 莹 (1831~1889 F) WAREK. 
© 费 耶 (1880 一 1959 年 ), 匈 牙 利 数 学 家 ,匈牙利 数学 之 父 . 
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存在 ,证 明 :y€L*([a,6]). 


5.6 有 界线 性 泛 函 的 性 质 


1. Riesz 表示 定理 


定理 5. 6. 1(Riesz 表示 定理 ) 设 了 是 Hilbert 空间 态 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 
存在 唯一 的 y€ H, (EXIF V z€ H, 


f(7) = (z,y>, (5.6.1) 
且 有 
Ifi = Hyl. 
证 存在 性 : 令 
M = ker( f), 


则 MÈH 的 闭 子 空间 . 由 正 交 分 解 定 理 , 日 可 分 解 为 两 个 子 空 间 M 与 ML 的 直 
和 , 即 


H=M@M:, 
O #M=H, W) 二 0, 此 时 取 y=0 BIT; 
© # MZH, W] ML 天 {0}, 故 3zoEML r00. 下 证 f(zxo) 取 0. 
车 f(zo) 二 0, 则 zoEM, 从 而 有 xoEMNM1 =={0}, 即 mm 一 0, 矛 盾 . 取 


t 

n= F ° 

W € M: ,fGa)=1. Vz€ H,# 
flz— fG)zi ]= fz) — f(fG)z) 
= fz) — f(a) f(a) = 0, 
故 z 一 F(z)ziEM, 再 由 ziEML ,得 
(z— flax szi) = (zrm,zi) — (f(z)zi, m) 
= (z=,zi) — fGz) || z: ||? = 0, 


1 1 
feo = qapa (To 


2gp pe BA Jr) 一 (zy)》. 
再 由 Schwarz 不 等 式 ， 
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| fG) |=] tsy) |< yl æl, 


故 | 过 yl ;又 
1 Pn 1 AASS S 
TT) (rreo) -Troy lyl, 
#Ifl=lyl. 


唯一 性 : 若 有 y EH, 使 对 VzEH,f(z)=(z,y), 则 有 
(z,y—y) = (x,y) — (zy) = 0, 
再 由 xz 的 任意 性 ,得 y = y. 证 毕 . 
推论 5.6.1 若 f 是 K" 上 的 线性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 y= lasa) EK", 
使 对 V (z1,…,z,)EK", 有 
JG) = (x,y) = Das» 
a k=l 
IFI = lal = È la 191. 
推论 5.6.2 若是 Lz(O) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 vE L: (Q), Ë 
对 VuEL*(Q), 有 
fe) = (us) = | uay Ode, 
且 
LFI = ol = (lv Pa 


有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表示 (5. 6. 1) Æ Hilbert 空间 理论 中 最 有 价值 的 结果 之 
一 , 它 使 得 在 Hilbert 空间 中 运用 有 界线 性 泛 函 成 为 一 件 简单 的 事 , 这 种 性 质 是 
Banach 空间 中 所 缺少 的 . 


2. Hahn-Banach 延 拓 定理 


赋 范 空间 X 的 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 能 否 延 拓 为 Xx 上 的 有 界线 性 泛 函 ? 
下 面 的 定理 给 出 了 一 般 的 回答 . 

定理 5. 6.2(HahnQ-Banach 延 拓 定理 ) 设 M 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 , 户 是 
定义 在 M 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 f, 可 以 保 范 延 拓 到 全 空间 X 上 , 即 存在 X 上 的 


O 哈恩 (1879~1934 F) ,德国 数学 家 . 


5.6 ”有 界线 性 泛 函 的 性 质 ，145。 


有 界线 性 泛 函 了 ,满足 

1° ERRi: 4 z€ M BI, fGz)= fe (z); 

2° 保 范 条 件 : || f || = || fo || x. 

证 仅 对 M 是 Hilbert 空间 X 的 闭 子 空间 的 情形 给 出 证 明 ,一般 情 形 可 参见 
文献 [4] 

在 M 上 使 用 Riesz 表示 定理 , 知 3yEM, | y || = || fo | w, 使 对 YzEM, 有 


fo Ga) = (m,y). 
设 P 是 从 X 到 M 上 的 正 交 投影 算 子 , VEX, ENRERE 
f(x) 一 (Pr,y)， 
则 当 zEM 时 ,有 
f(z) = (Pr,y) 一 (zyy) = fo(a). 
由 式 (4. 5. 1) ,得 
| fG) |=| (Pz,y) |< || Pz= lyl 
< =l lyl = lf lal zl; 


#k f E X LWARREZK, B || f | < || fo |. HF 
l fo llu= _ sup | fo) || 


z€M, lzi =1 


< _sup_ | fG) = Ifl; 


PTAHI 
故 有 
lfl = I fo llm 

证 毕 . 
Hahn-Banach 延 拓 定理 与 道 算 子 定理 一致 有 界 原理 并 称 为 泛 函 分 析 的 三 大 
基本 定理 ,与 后 两 个 定理 不 同 的 是 , 它 不 要 求 空间 具有 完备 性 . 它 还 与 Baire HE 
理 ( 用 其 可 推导 出 5. 4 节 中 的 所 有 定理 ) 一 起 构成 了 泛 函 分 析 的 两 大 基石 ,其 应 用 
贯穿 于 整个 泛 函 分 析 . 

下 面 是 Hahn-Banach 延 拓 定理 的 三 个 重要 推论 ,它们 在 算 子 理论 中 的 使 用 甚 
至 比 Hahn-Banach 延 拓 定 理 本 身 还 频繁 . 

推论 5.6.3 设 A 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ,zeEX,d 一 4(zo,A)>0, 则 存在 
XX 上 的 有 界线 性 泛 函 ,使 得 

Ifi =1, flt) =d, 

且 YzEA,F(Cz) 一 0. 

证 令 

M= {aro 十 ziaEKzEA)， 
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N) M% x 与 A 张 成 的 子 空间 . 在 M 上 定义 线性 泛 函 f, 为 
fo amo +z) = ad , 
W folo) =d, B V z€ A, 
Jo(z) = fo (0z=o + z) = 0d = 0. 


HT 
= x LG) | _ ad 
| 
= d + d 
cakk | ze Fatal SR lzy] 
dt 
inf lzo—yl a 


所 以 fo 为 M 上 的 有 界线 性 泛 函 . 再 由 Hahn-Banach 延 拓 定 理 ,可 将 fo 保 范 延 拓 
到 X 上 得 f, 且 
IFI = lhlu=1. 

证 毕 . 

推论 5.6.4 设 X 是 赋 范 空间 , 则 Y ro E XN\{0}, 必 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 
了 ,使 得 

IfI =1, f(r) = |l. 
证 在 推论 5.6.3 中 取 A={0}, 则 由 
d(zo | A) = d(z0,0) = || zol > 0 

即 得 结论 . 证 毕 . 

推论 5.6.5 设 X 是 赋 范 空间 ,zo,yoEX. 若 对 X 上 的 有 界线 性 泛 函 了 ,都 有 

f(z0) = fo), 

则 zx =o: 

注 特别 地 , 若 对 X 上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 了 ,都 有 f(zo) 二 0, 则 z, =0. 

证 # zoo, z 一 m 天 0, 由 推论 5.6.4, 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 
使 得 

flao — y) = || zx —>x | #0, 
而 由 了 的 线性 性 ， 
JfGo — yo) = f(t) — f(y) = 0, 

矛盾 , 故 zo = yo. 证 毕 . 

综合 5. 4 节 一 5. 6 节 所 述 的 基本 定理 的 条 件 与 结论 .得 表 5-1. 
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表 5-1 有 界线 性 算 子 的 基本 定理 


条 # 
定 理 结 论 
x x 其 他 
开 映 射 定理 满 射 工 是 开 映射 
T€ B(X,Y) 
URTEA Banach 空间 m T-'€B(Y,X) 
闭 图 像 定理 | Banach 空间 T,X-Y 闭 线性 算 子 | TEB(X,Y) 
FCB(X,Y) 
一 致 有 界 原理 RESA gpl Ta | < {1TH) 有 界 
Fe 
Riesz š 存在 唯一 的 y€ X, E: 
表示 定理 。 |Hülben 空间 A f= a i fN ll 
Hahn-Banach | waas pa] PEBM,K) 3fEB(X,K), 使 
延 拓 定理 M 为 X 的 子 空间 flu= fos | f | x= N folim 


3. Hahn-Banach 延 拓 定理 的 应 用 


推论 5. 6. 5 的 价值 在 于 ,要 证 向 量 等 式 z= 二 y( 这 通常 是 一 个 无 限 问题 ), 只 需 
证 明 对 赋 范 空间 X 上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 ,都 有 数量 等 式 = fo (而 这 通 
常 只 是 一 个 初等 问题 ). 
应 用 以 上 思想 的 一 个 有 趣 的 例子 , 便 是 向 量 分 析 ( 即 实 向 量 函数 的 微 积分 学 ) 
的 建立 . 设 x: Cab] >X 是 一 个 向 量 值 函 数 ,仿照 经 典 微 积分 学 中 的 做 法 ,定义 
T(t+AD)— rU) 
At 


z(e) 一 lim 
为 z(D) 在 tE(a,b) 处 的 导数 ,只 要 右 式 极限 存在 ;定义 
[= oa = lim ,Dz 
为 z(D) 在 [a,b] 上 的 Riemann 积分 ,其 中 a= <h 一 …<4 二 6 是 [a,6] 的 任 一 分 割 ， 
At =u tms n E [tmt]. 
可 以 证 明 , 当 X 为 Banach 空间 ,zx(2) 为 连续 映射 时 ,上 述 积分 存在 . 
对 X 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 了 ,当下 列 各 式 均 有 意义 时 ,我 们 有 
(十 At) 一 工 ( 蕊 " G +A) — xlt) 
z(t =#0 )— limf(2 2—9) 


fa = f(lim 
im GG + AD) -SOD _ EaI, 
Aro At 


(5. 6. 2) 


Fod)= s lim BDzan)= im f(D zm) 
a aro ` Zl 


max (a0 É. 
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lim D fz) an = fadt, 6.6.3) 


miyo 
从 而 有 界线 性 泛 函 与 微分 (积分 ) 运 算 可 交换 . 由 此 出 发 ,我 们 可 以 证 明 向 量 函 数 积 
分 的 NewtonD-Leibniz@ AR: 
定理 5.6.3 设 X 是 Banach 空间 ,函数 工 :[a,5b]>X 有 连续 导数 , 则 
[ou = = 一 za)， 


证 ”对 赋 范 空间 X 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 f» HRG. 6. 3)、 式 (5. 6. 2) 及 实 
连续 函数 的 Newton-Leibniz 公式 ,有 


(ooa) - | KELES fr fz) J dt 


= f(z(b)) — f(zr(a)) 
= f(zx(b) — x(a)), 
再 由 推论 5. 6.5, 有 


| aya: = = 一 za 


证 毕 . 

定理 5. 6. 3 的 证 明 是 如 此 的 初等 ,使 得 微 积 分 学 的 一 些 经 典 结论 (如 分 部 积分 
公式 ) 都 可 以 轻而易举 地 推广 到 值 域 为 Banach 空间 的 向 量 函 数 上 ,我 们 在 不 经 意 
间 就 建立 了 Banach 空间 中 的 无 限 维 向 量 分 析 , 而 这 一 切 的 基础 就 是 一 个 Hahn- 
Banach 延 拓 定理 , 泛 函 分 析 方 法 的 高 度 概括 性 与 应 用 上 的 普 适 性 ,在 此 又 一 次 得 
到 了 充分 展示 . 


习题 5.6 


1. 设 M Æ Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 ,fo 是 定义 在 M 上 的 有 界线 性 泛 函 ,证 明 : fo 在 HH 
上 的 保 范 延 拓 是 唯一 的 . 
2. 设 M 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 ,zo € X, 若 对 X 上 的 所 有 满足 了 | 一 0 的 有 界线 性 泛 函 
了 ,都 有 
mm) 一 0， 
MEB; zo € M. 
3. 设 X 是 赋 范 空间 ,zEX, 若 对 和 上 所 有 范 数 为 1 的 有 界线 性 泛 函 f, 都 有 | f(zo)|<C， 
证 明 ， 
l zo | <C. 
4. 设 久 是 赋 范 空间 ,X 关 {0) ,证 明 : YzEX, 有 


D 牛顿 (1642 一 1727 F) ,英国 数学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 , 微 积分 学 的 创始 人 之 一 . 
© 莱 布 尼 蒋 (1646 一 1716 年 ) ,德国 数学 家 .哲学 家 , 微 积分 学 的 创始 人 之 一 . 
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lzi = TU0- 下 ao fæl. 
5.7 ”对 偶 空间 与 自 反 空间 


1. 对 侦 空间 


定义 5.7.1 KRESE X 上 的 全 体 有 界线 性 泛 函 所 成 的 赋 范 空间 了 BCX,K) 
为 X HVALI RHES), E X. t 

注 由 K 的 完备 性 , 知 X 是 一 个 Banach 空间 (定理 5. 2. 3). 

定理 5.7.1 设 互 是 数 域 K 上 的 Hilbert 空间 ， 

卫 若 K=R, 则 五 "与 五 等 距 线性 同 构 ; 

2° 若 K=C, 则 互 "与 万 等 距 共 且 线 性 同 构 . 

证 由 Riesz 表示 定理 , V f€ H° ,存在 唯一 的 yE 互 ,使 对 YzE 五 ,有 


JG) = (x,y), 
HISIS Iyl. EX T:H'—H 1 
Tf = y, 


Weh lI = yl, TESEH, V f. f. € H'* , 记 
Tfi => Tfi = J» 
# Tfi=T f. WH y = yx 48 
fi = (zy) = (21y) = fx, 
知 工 是 单 射 ! YE 五, 令 f(z)=(z,y), 则 f€ H* ,再 由 Tf=y, 知 本 是 满 射 ;最 
后 ,YavpEK, 由 
Cafi + Bf+)(z)= af (z) + Bf: G) = alty) + B(z,x) 
= (x,y +By:)> 
知 
T(afi +Bf:) = ayı +By: =aTfi +BTf,, 
即 代 是 一 个 从 互 " 到 的 等 距 共 亏 线 性 同 构 映射 ,特别 地 , 当 K—R Bf, 
Tafi 十 pf) = aTfi +AT fo» 
了 是 一 个 从 五 " 到 H 的 一 个 等 距 线性 同 构 映 射 . 证 毕 . 
注 对 于 实 Hilbert 空间 ,我 们 在 等 距 线性 同 构 的 意义 下 认为 H* =H; HF 
复 Hilbert 空间 ,我 们 在 等 距 共 轿 线性 同 构 的 意义 下 认为 H* =H. 
例 5.7.1 R 的 对 偶 空间 是 R',P 的 对 偶 空间 是 ,L*([a,6]) 的 对 偶 空间 是 
L:([a,b). 
由 于 上 述 3 个 空间 均 为 Hilbert 空间 , 故 有 此 结论 . 对 于 非 Hilbert 空间 ,我 们 
同样 可 以 在 等 距 线 性 同 构 的 意义 下 来 讨论 两 个 空间 的 相等 . 
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例 5.7.2 I 的 对 侦 空 间 是 广 , 即 YfE (CL)* ,存在 唯一 的 y= (y, s") 
Er, E 


fG) = D yiti VYz 一 (zz ED 
k=1 


BI fl =l. 
证 存在 性 : 记 
ee 一 (0 0,1,0，)， 
=i 
Miei l 的 基 , YI=(z1,T2，,…)EL, 有 
ga > ZÉ 
k=1 
VE (0) ,由 f 的 连续 性 ,有 


f(x)= f(lim Snes)= limf (Snes) 
"= =o = 


= lim X rafle) = D flea 
nco km kel 


其 中 x= f(e). AHVEN, 
lx |=] eD K fl Mela = F 


A y= yE 
ly l = sup | ye I< Ifl. 
又 由 


1f2D1= | Dr) 271 > 111 


< (sup | ya 52 | z | 
= lylo lzi 
AISI yek fl =l yl... EX T.G me A 
Tf =y, 
则 工 是 一 个 等 距 线性 同 构 映 射 , 从 而 有 (2)” =. 
唯一 性 : 设 有 z=(z zz E ,使 得 


fa) = 2) sri 
= 
则 Yz=(z1,z2,…)EL, 有 
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s (y, —z)ax = f(z) — f(x) = 0, 
J r=r” =y z PsA ;0,…), 则 zxED ,代入 上 式 , 有 
YG — =: = 0, 
故 yy = z k=l, n H n 的 任意 性 ,得 smy, 


例 5.7.3 L 的 对 偶 空间 是 1*, 即 YfE (4*)"* ,存在 唯一 的 y= (yi, ys，*… 
EW, 使 得 


f= Dr — Vrzr= Gaze) € P 
BI |= 131 ,其 中 1<p<eo, 方 + 一 


例 5.7.4 L'([a,b]) 690825 E L Cab], BD V f€ CL'([a,6]))" ,#r 


在 唯一 的 yEL”([a,6b]) ,使 得 
fæ) = f'oye, Yz € L'([a,b]) 


HISIS l yl ,其 中 L~([a,6]) 为 [a,5] 上 几乎 处 处 有 界 可 测 函 数 空间 ,其 上 


的 范 数 为 
ll x ||- = inf (sup {| z(2 |:t € [a,bN\A}:AC [a,b],m(A) = 0). 


例 5.7.5 Lea ODERAS L Cab) BB V f€ (L° ([a,5])) ,存在 


唯一 的 yE Ls([a,5]) 4848 
fa) = eee Vz € L” Cab) 


B| fi =l >l .其 中 1<p<co, y raisi 
例 5.7.6 设 en berah EL 
feo = | ez)dr， 


MEB; f€ (CLs([0,1]))* R | f l. 
证 $ r= 


foD = uo ar = fuod, 
其 中 v=- , 则 由 


llo = irp; Ca mee] = lll 


sE qe] < 
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知 vELr'([0,1]), 故 由 例 5.7.5 的 结论 ,有 fECL*([0,1]))" ,上 且 
— 1l[a(0— 11 
IfI = hol = H=. 
2, 二 次 对 偶 空 间 


定义 5.7.2 X 的 对 偶 空 间 (X" )" 称 为 X 的 二 次 对 偶 空 间 ( 或 二 次 共 固 空 
间 ), 记 作 X". 
下 面 我 们 来 讨论 和 与 X" 的 关系 .对 于 zxEX,fEX" ,有 两 种 不 同 的 看 法 
1° 固定 f€ X° ,让 z 跑 遍 X, 得 定义 在 X 上 的 泛 函 FCz); 
2° 固定 EX, ik f RON X ,得 定义 在 X LZA Ja: 
JN = f2), yvfexX' (5.7.1) 
BH J. 具有 下 列 性 质 : 
命题 5.7.1 J.C X" ,B | J.I <l =l. 
证 V f,z€ X: ,apBEK, 有 
J.(af + Bg)= (af + Bg)(a) = af (£) + Bg (z) 
一 ojJz(C 站 十 困 -(C8)， 
故 J, 是 线性 的 ;再 由 
LLAP |=| fG) |< zl I fl 
知 J-:X" 一 K 是 有 界线 性 泛 函 , 且 | J. | < l zl. ER. 
因此 ,车 从 观点 2 出 发 ,可 定义 映射 J. XX 为 
JG)=J., V=<=e€ X, ` (5.7.2) 
则 J 就 建立 了 X 与 X… 的 联系 . 
定理 5.7.2 任 一 赋 范 空间 X 与 其 二 次 对 偶 空 间 X* 的 某 一 子 空间 等 距 线性 
同 构 . 
证 设 映射 /:X 一 XX 由 式 (5.7.2) 定 义 , 则 
@ 丁 是 单 的 : 设 J(z)==J(y), 则 J.=J,, 即 YfEX" ,有 
fG) = J.Cf) = J,Cf) = fy, 
故 由 推论 5. 6.5, 有 z= y; 
@ J 是 线性 的 :Vz,yEX,a,BEK, 有 
Jlar + by)= J. (f) = flar + by) 
= af (2) +bf (y) = aJ P) +bJ P) 
= aJ (z) +bJ (y); 
© J 是 等 距 的 :对 z€ XN(0) ,由 推论 5.6.4, 3 f€ X" ,使 得 
lhpl=1, f(z)= lazel, 
于 是 
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lJ.l= sup JD >l Jo) | 
=| fsG) |= zll, 
所 以 
IJl = lzl, 
故 了 是 从 X AX” 的 子 空 间 J(X) 的 等 距 线性 同 构 映射 .证 毕 . 


注 称 本 为 从 X 到 X* 中 的 自然 嵌入 映射 , 若 直 接 记 z 一 J-, 则 定理 5.7.2 


表明 XCX'… , 且 zEX 具 备 了 双重 意义 ， 
1° zx 是 X 中 的 一 个 向 量 
2° r EX 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 J-， 
这 一 观点 凸显 了 X 与 X ` 的 对 偶 性 . 


在 自然 媒人 的 意义 下 ,定理 2. 5. 4 的 存在 性 证 明 对 于 赋 范 空间 X 就 显得 很 平 
凡 .作为 X 的 对 偶 空间 ,X” 是 完备 的 , 故 X 的 闭 包 XX 作为 X* 的 闭 子 空间 也 是 


完备 的 ,从 而 又 就 是 X 的 完备 化 空间 . 


由 于 在 通常 情况 下 J 不 是 满 射 , 故 对 偶 关系 不 是 一 种 等 价 关系 , 它 不 具备 对 
称 性 , 即 X" 是 X 的 对 偶 空 间 推 不 出 X 是 X* 的 对 偶 空 间 , 除 非 X=" ,这 就 是 


我 们 下 面 要 引信 的 自 反 空间 的 概念 . 
3. 自 反 空间 


定义 5.7.3 赋 范 空间 X 称 为 自 反 空间 , 若 映射 J:X 一 X* ， 
JG)=J., V=€ X 
是 满 射 , 即 JCX) 一 X…. 
定理 5.7.3 Hilbert 空间 是 自 反 空 间 . 
证 仅 对 五 为 实 Hilbert 空间 来 证 明 . 由 定理 5. 7. 1, 有 
H" = H° = H, 
则 由 Riesz 表示 定理 , V f€ H* , 3y€ 日 ,使 得 
J.C) = f2) 一 (zy)， V<z€ H, 
记 y=f, 则 YzEH, 有 
J.Q) = (z, fy, 
故 J.€ H** 5 z€ 可 建立 一 一 对 应 关系 ,再 由 (zx) 一 J, 得 
J(H) = H = H", 
了 是 满 射 , 证 毕 . 
定理 5.7.4 设 X 为 赋 范 空间 , 若 X 可 分 , 则 X 也 可 分 . 
证 X"* 可 分 , 故 由 习题 2. 4. 4,X"* 中 的 单位 球面 
S'= (f€ X': || fll =1) 
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也 可 分 ,从 而 S* 存在 可 数 的 稠 子 集 {f,}. YnEN, 由 
LAI = sup l f(D I=1 
知 了 zsEX, || z, | =1,4848 
| f.G |> +: 


令 
A = span(z,), 
因为 {z*} 中 任意 有 限 个 向 量 的 有 理 系 数 线性 组 合 在 A 中 稠密 ,所 以 A 是 可 分 的 ， 
下 证 X=A. 
BYE. # XZA, W 3r E X\A. 由 于 A 是 X 的 闭 子 空 间 , 故 有 dlro, A)>0, 
否则 z € A=A. 由 推论 5. 6. 3, 3 /EX" ,使 得 
VzEA， fG) = 0 
BHI fl =1. 此 时 ,由 fES* 及 
l/.— fll = sup | f(z)— fG) | 


>l fal) — fGo 1=| (zw) l> +° 


得 {f,} 在 S* 中 不 稠密 ,矛盾 , 故 X=A,X 可 分 .证 毕 . 

例 5.7.7 K",P,L'([a,b]) 1<p<co)#tJE Ë 5 25 lB]. 

证 K" Æ Hilbert 空间 , 故 是 自 反 空间 ;由 例 5. 7. 3, 有 (22)" =F k 

GP)" =[0)°] 一 (0 = pP, 
e 是 自 反 空间 ; 同 理 ， 
(Le([a,6))"* = (LCa, b)" = Lr*([a,b]), 

Lr《[a,6b]) 是 自 反 空间 . 

例 5.7.8 4L',L'(0) 不 是 自 反 空间 . 

证 前 者 是 由 

Qi =P, GQ) 天 下 

造成 的 ,因为 如 果 有 (1”)" =n WH 2. 4. 3, ETA, AA) 可 分 ,再 
由 定理 5.7.4, 店 可 分 ,但 这 与 广 不 可 分 矛盾 ( 例 2. 4. 7). 后 者 的 原因 类 似 . 


习题 5.7 


1. 设 fEX"',f 关 0,zoEX\ker( 闪 ,证 明 : YzEX,z 可 唯一 地 表 为 
工 一 ?十 azo 
的 形式 ,其 中 y€ ker(f),a€ K. 
2. 极限 为 0 的 数列 空间 = {Ca ,zz…):limz 一 0} 在 范 数 | z | o= sup] z 1 下 是 一 个 
Banach 空 间 . 证 明 : 
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(0) = n. 
3, 设 fe L CoD)" ,B vu€ Lt ([o,x), 
feo = [[ucosin nzdz, 


求 1 fl. 
4. 证 明 :任何 有 限 维 赋 范 空间 都 是 自 反 的 . 
5.8 对 偶 算 子 
1. 对 偶 算 子 的 概念 


命题 5.8.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TE B(X,Y), V fEY" , 令 
f° G) = f(T(2)), 
Wf EX. 
证 RHH: V z,y€ X,a,8€ K, T, f 的 线性 性 可 得 
f'ar + By)= fCT(az + By)) = f(aTz +BTy) 
= af (Tx) +Bf (Ty) = af * (z) +Bf ` G). 


有 界 性 :由 
|f°G@) (=| fT) |< lI fll I Tx! < Ifl HTH zl 
知 f" EX". 证 毕 . 
E 当 / 了 在 Y" 中 变化 时 , 广 ~ 广 就 定义 了 一 个 Y" >X 的 线性 算 子 T" , 


T. SfeT: 
定义 5.8.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TEB(CX,Y),T" :Y* 一 X* 定 义 为 
(T' G) = f(Tx), YfEY', rEX, 
则 称 T" 为 T BËJ5HR3N T GR3t3ENCT EMF). 
例 5.8.1 WARR” 为 线性 算 子 , 其 对 应 的 矩阵 为 hx, 则 A 的 对 偶 算 
子 A" ;R”—=R" 所 对 应 的 矩阵 为 AT. 
证 YzER",Az 一 4r. H Riesz 表示 定 理 , 知 YV fE(R")" =R”,# 
(A* Nz)= f(Az) = f(Az=) = (Az, f) 
= (Az)1f = zTATf = (z,AT f), 
故 有 
A f =AT/f, 
所 以 A* 可 由 4 的 转 置 矩阵 47 来 表示 . 
例 5.8.2 i T.L:([a,b])—L:([a,b5]) EA KG, 5356858 -T., 


TW = | KozCods， 
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其 中 K(z,s) 满 足 


Pf Ke tasa <, 
则 工 的 对 偶 算 子 T* :L*([a,6]) 一 L*([a,6]) 是 以 KCs, 四 为 核 的 积分 算 子 . 
证 V fe(L'([a,b]))* =L: ([a,b]), h Riesz 表示 定理 , 3 yEL?([a,6])， 
使 得 


fG) = (z, = [zo yaar, 
于 是 
TPO FTz) = [TOO Dd = [| KG) zd pa 


= f'o [f'ka yaya ]a; = FS Iase 


=fzo[f Kt Dy ds |a = (=Ë KDa), 


T: f= [' KG Dy)ds, 
由 于 视 f 15 y 是 同一 的 , 故 有 
TDO = [| KE Dy ds, 
即 T 是 以 及 CS 为 核 的 积分 算 子 . 
2. 对 偶 算 子 的 性 质 


定理 5.8.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TE B(X,Y), 则 T :Y" — X° 是 有 界线 性 
算 子 , 且 


故 有 


BITI = ITI. 
证 由 
| TP) |=| FT |< | fl Tl < I fW ITI el 
知 
IT FISIT, 
故 T" EBY',X'), E 
IT ESITI 
又 YzoEX,TzroEY, 若 Tzro 天 0, 在 了 Y 上 运用 推论 5. 6.4, 则 本 fEY" ,使 得 
IfI =1, f(Tzo) = | Trol, 
故 
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|| Tzo || =| fCTzo) |=| (T* P) | 
< T° fl lz. l < ITAN Izo l 
= Tl Ilzo ll; 
车 Tzo 二 0, 则 上 式 也 成 立 , 故 
ITI < IT: lH. 
合 之 ,得 1T" | = || T ||. E. 
定理 5.8.2 iTi Tz, T€ B(X,Y),SC B(Y,Z),a,B€ K, Bl 
1° (aTi +8T,)" =aT? +8T; ; 
2'(ST)*=T°"S°, 
3° 车 Ix ,Ix* 分 别 为 X,X" 上 的 单位 算 子 , 则 
(Ix)'° = Ix* ; 
4° ETEY LAARA T W T 在 X" 上 也 有 有 界 逆 , 且 
(TI = (T°. 
证 1° VfEY' ,zxEX,， 
[CT +T.) F= f[(aTi +BT;)Ga)] = f(aTiz + BTxz) 
= af (Tiz) + BfC(T,z) = a(T? PCz) 十 BT f) G) 
= (aT; f + ET; Pa), 
故 有 
(aT, +BT+) ° f = aT; f +BT; f = (aT? +T; )) f, 
CT 十 ET) = aT: +T; . 
2 Vg€Z° ,z€ X, 
[CST)* g](z)= g(STz) = (S* g)(Tz) 


= [(T- S° )g]G), 
故 有 (ST)* STS. 
3° VfEX" ,由 
Gy)" fa Px = fe 
Ad) = Ix. 


4° 由 2"、3" 可 得 
TTD = TTD’ = Q)" = Iz, 
TOT = (TT = Up = I, 
故 
T = T", 
再 由 T EBY, X), AT) =T" EBX" Y"). EE. 
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习题 5.8 


1. 求 零 算 子 O 的 对 偶 算 子 . 
2. 定义 算 子 T. >P H 
Ta = 00mm.), VYz= aiae) € È, 

证 明 :T 是 有 界线 性 算 子 ,并 求 T . 

3. 定义 算 子 T:C- 忆 为 

Te= (aF Re) Yes mn)EeP， 

证 明 : 人 是 有 界线 性 算 子 , 并 求 T . 

4. 设 T€ BOX) ,证 明 ， 

T = Ty. 


5.9 强 收敛 与 弱 收 敛 


1. 点 列 的 弱 收 生 
(1) 弱 收 化 的 概念 


在 点 列 的 依 范 数 收敛 下 ,无 限 维 赋 范 空间 中 的 单位 闭 球 不 是 紧 集 (定理 
3.4.4), (C[a,b], || * | =? 中 的 点 列 收敛 本 质 上 是 函数 列 的 一 致 收敛 ( 例 2. 3. 3)， 
故 一 些 经 典 的 数学 分 析 技巧 派 不 上 用 场 , 因 此 需要 定义 较 弱 的 收敛 性 ,以 得 到 更 多 
的 结论 . 

定义 5.9.1 设 和 是 赋 范 空间 ,{z,}CX, 若 3zEX, 使 对 YAEX" ,有 

JfG,) > f(x) (n— eo), i 
则 称 点 列 {z, ) SS k tk(weakly convergent) + z, 记 作 
zz (n>00), 
工 称 为 {zx,} 的 弱 极 限 . 
E 相应 地 ,把 {x,} 依 范 数 收 敛 于 工 称 为 强 收 全 (strongly convergent) , 记 作 
t, >r (n>oo0), 
或 
TI (一 co)， 
工 称 为 {z,} 的 强 极 限 . 
例 5.9.1 ZE Hilbert S] P 中 , 记 
en 一 (00,1,0，)》， 


mi 
则 {6} 不 强 收敛 于 0, 但 弱 收 敛 于 0. 


5.9 强 收 全 与 弱 收敛 . 159 + 


证 由 于 
1e. 一 01 = lel =1, 
故 {e,} 不 强 收 全 于 0; 由 Riesz 表示 定理 , V fE)? ,了 ?一 (yy ，…)E 忆 ,使 得 


JfG:) = (x,y) = Day 
k=l 


则 由 六 |x <o, 

äi flen) = y, — 0, 
从 而 有 e, 说 0Cn->o0). 

(2) 弱 收 化 的 性 质 


定理 5.9.1 Hr BRAF z, 则 
1° 弱 极限 唯一 ; 
2° {xz} 有 界 . 
证 1 iz, >,a, >y (n>), W] V f€ X' ,有 
lim f(z,) = f(z), lim f(z,) = f(y). 
由 数列 极限 的 唯一 性 , 知 
f(z) = fy), 
再 由 推论 5. 6. 5, 知 z= y. I 
2° R z, z, J: XX 38 B RIK A B5 J V f€ X: ,有 
JaN = fa) fz) = JP), 
BJ a, O) }) 为 收敛 数列 , 故 是 有 界 的 , 即 
sup | J. (f) |= MOD <+, 
在 Banach 空间 X 运用 一 致 有 界 原理 ,得 { || J。 | } 有 界 , 而 
lJ. = l =l, 
故 {zx,} 有 界 . 证 毕 . 


例 5. 9.2 在 连续 函数 空间 C([a b) P, tn 他 x(n->co) 的 充分 必要 条 件 是 
sup lan llo <<°, zrz,G)—zG@) n>), VtE€ [a,b]. 
证 仅 证 必要 性 . 由 定理 5. 9. 1, {x,} 的 有 界 性 是 必须 的 ,下 证 {x} 的 点 态 收 
PE. V € [a,j], 定 义 
f.G:) = x(t), 
H)V z,y€ C([a,6J),a,0€ K,T 
filar + By)= (az + By)(t) = az (t) + ByGt) 
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= afa) +Bf,G), 
H 
| fœ) |= | z) |< max |zG)|= llle 


故 f,€ CC([a,6]))" ,从 而 由 z, >z, 8028 noot A 
Enlt) = felta) > f,G:) = x(t). 
注 例 5.9.2 表 明 ,C([a, 拉 ) 中 的 有 界 点 列 的 弱 收敛 等 价 于 该 函数 列 的 处 处 
收敛 ,这 比 强 收敛 时 函数 列 的 一 致 收敛 性 要 弱 得 多 . 与 此 类 似 的 结论 还 有 : 
例 5.9.3 Lr 中 的 有 界 点 列 的 弱 收 全 等 价 于 该 数列 的 按 坐标 收 伍 ， 
例 5.9.4 LCa bD PRA RAR un) HAKAS F u, 的 变 上 限 积分 列 
处 处 收敛 , 即 


fada = f udn so), Vz [ao]. 


(3) kA aih X f. 
定理 5.9.2 设 {z*} 是 赋 范 空间 X 中 的 点 列 , 则 


1° z,—z(n—co)=z, z (n—=oo); 

2° 若 dim X 一 m<co, 则 弱 收 敛 与 强 收敛 等 价 . 

证 1 # z,—z, WV f€ X° ,由 了 的 连续 性 知 

lim f(z,) = flimz,) = f(2), 
即 {z} 弱 收敛 于 z. 

2° 设 z >z (nco), [e s ren) iE X 的 一 个 基 , 则 
Za= e +. + Een, 
Z= he + + Enem. 


HYfEX' A 
fla) > fG:) (Qn — eo). 
定义 
l, i=j, 
fi(e;) = ë; = 0, ij, 
Sila) = R filea) H+ Enf: len) 一 和 
则 f, € X°" , 故 有 
E = filaa) > fia) = & (一 co)， 
从 而 当 n->co 时 有 


laal < 1D -el D ee 
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< IEE] lal o, 


二 1 


即 {zx,} 强 收敛 于 x. 证 毕 . 
Ë 由 于 在 微 积 分 学 中 只 讨论 有 限 维 空间 , 故 在 高 等 数学 中 无 弱 收 敛 的 概念 . 
Hilbert 空间 中 的 弱 收 敛 与 强 收敛 具有 下 列 性 质 . 
定理 5.9.3 j H E Hilbert 空间 ,{z,}CH,zEH, 则 


1° =, SrOVyE H, ltn y) >x, y) (n>); 


2° z, zr >r H || z, | — || | Coo). 
证 1° H Riesz 表示 定理 , V f€ H" ,存在 唯一 的 y€ H AEH YEH, A 
f(z) = (zr,y), 

故 YfEH' ,f(z,) 一 f(z) 等 同 于 Yy€EH， ry), 

2° 直接 按照 定义 验证 即 可 . 证 毕 . 

定理 5.9.4 自 反 空间 中 的 有 界 点 列 必 有 弱 收 敛 子 列 . 

注 这 表明 自 反 空间 中 的 有 界 集 在 弱 收 敛 的 意义 下 有 列 紧 性 ( 称 为 弱 列 紧 
性 ), 从 而 其 中 的 单位 闭 球 必 是 弱 紧 的 . 注意 到 在 点 列 的 依 范 数 收敛 下 ,无 限 维 赋 范 
空间 的 单位 闭 球 不 是 紧 集 ,这 一 变化 是 很 重要 的 . 


2. 算 子 列 的 强 收 全 与 弱 收 全 d 


在 5.2 节 中 ,我 们 指出 B(X,Y) 中 的 算 子 列 {T,} 称 为 依 算 子 范 数 收 剑 ( 或 一 至 
收敛 ), 车 3 TE BCX,Y) ,使 得 
IT.—T| >0 (n=), 
并 记 作 T, >To). 下 面 我 们 给 出 两 个 较 弱 的 收敛 性 概念 . 
定义 5.9.2 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,{T,}CB(X,Y) ,车 3 TE BCX,Y) ,使 对 
O VzEX， 


Ta > Tr (n=), (5.9.1) 
则 称 算 子 列 {T,} 强 收 伊 于 T, 记 作 T, >T; 
© VrEX, 
Tr >Tx (n>), (5. 9. 2) 


则 称 算 子 列 {T,} 弱 收敛 于 T, 记 作 T, >T. 

Ë: 算 子 列 的 强 收敛 本 质 上 就 是 处 处 收敛 (点 态 收敛 ), 它 之 所 以 被 称 为 强 收 
伍 , 是 因为 式 (5. 9. 1) 中 用 到 的 收敛 是 Y 中 点 列 的 强 收敛 ,就 像 弱 收敛 是 因为 式 
(5. 9. 2) 中 用 到 的 收敛 是 点 列 的 弱 收敛 一 样 . 

例 5.9.5 设 T: 1->L 为 n 步 左 移 算 子 , 即 Yzx=(zi,zs，,…)EW, 有 
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Tat = (Emi Eni) 


MJ T EBU), B 4 n—=coBf, 


1Tz 一 czl = IT=—o0l = > |z l> 0, 
< 
故 T, >OCr>co). 但 由 于 
1Tzl i= X11zx I<; Iz |= lzll, 
k=" k=1 
I To,…,0,1,0,…) 1 = 1, 


„t 
故 有 || T, 目 王 1, 从 而 {T,} 不 一 致 收敛 到 零 算 子 O. 
定理 5.9.5 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,{T,}CBCX,Y),TE B(X,Y), 则 
Tx>T > T>T > T,>T. 
证 # T, >T, WY z€ X, nohi 
IT, — Tax l = IT- Dall < ITTI zl 一， 
#k T,=—Tzx,Bl T, >T. T, >T, WY z€ X, 
Tx > Tx (n— eo), 
从 而 由 定理 5. 9. 2, 必 有 
Ta Tr G> o), 
故 T, ST. WEE. 
3. FENKE 收敛 


定义 5.9.3 设 X 为 赋 范 空间 ,{f,}CX" , 若 3JEX" ,使 对 YXEX， 
falx) f(z) (人 一 co)， 
则 称 泛 函 列 {f,} 弱 * 收 笋 (weakly”convergent) 于 f, 记 作 


f. f (n>), 

Ë #W8(/.B81E— 4 WT? WA 收敛 就 是 算 子 列 的 强 收敛 ,只 是 在 不 同 
的 场合 下 习惯 的 叫 法 不 同 罢了 . 

B KARA FAHER: 

定理 5.9.6 WV X Æ Banach Z, (fa) CX", f€ X: Z fa f,WJ( f.) 
一 致 有 界 ( 即 { || f, DAI. 

证 由 /一 >f, 知 VzEX， 

faa) fr) (noo), 

Bf A Bl 
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sup |f) | = MG) < ee. 

由 一 致 有 界 原理 ,得 { || f, i} 有 界 . 证 毕 . 

定理 5.9.7 WV X Ë Banach ZH, {f CX , 则 {f,} 弱 * 收敛 的 充分 必要 条 
件 是 : 
1° {fa} BAR 

2° 存在 X 的 稠 集 A ,使 得 {( 户 (z)} 在 A 上 收敛 . 

定理 5.9.8( 弱 * 列 紧 性 ) 设 XX 是 可 分 的 赋 范 空间 , 则 X" 中 任 一 有 界 点 列 
(SAR KAFEA. 

最 后 ,总 结 本 节 所 讨论 的 各 种 收敛 性 ,得 表 5-2. 
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类 型 # k ë 号 定义 
=“ == 1m 一 z1-~0 
点 列 收 伍 性 (kitko 
Aka Tn Žr VfEX® ,fGz)— f a) 
ETT a = 
dR Timika TT IT,—TI— 
AFAKA 强 收敛 全 VrEX, || Tez 一 Tz1 >0 
" VEX, SEY", 
mke T.—T f(T,r)—>f(Tr) 
泛 函 列 收敛 性 m` ka p s.p V z€ X, fala) fla) 
3 题 5.9 
1. WE: Æ Hilbert 空间 中 ， 
aerer B lz ll laz ll Ca oo). 


2. 定义 已 到 WARRHERT T. 为 
Thz 一 (00,zz)， Yr= (mizo) € P, 


证 明 :T, > O BA kp O. 
3. WEB. 88" 极限 是 唯一 的 . 
4. 设 zEE([ 一 zz]), 证 明 :L?([ 一 x,z]) 中 的 泛 函 列 


大 Co) = =(Deos md 
D 收 全 于 零 算 子 O. 
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对 有 限 维 赋 范 空间 ,我 们 可 以 用 矩阵 来 表示 其 间 的 线性 算 子 ,从 而 可 以 用 抢 
阵 理论 (特别 是 其 中 的 特征 值 理论 ) 来 研究 线性 算 子 . 尽管 我 们 不 能 完全 地 将 这 
一 做 法 推广 到 一 般 的 Banach 空间 ,但 类 似 于 和 矩阵 分 析 , 数 学 家 建立 了 有 界线 性 
算 子 的 谱 理论 ,这 一 理论 迄今 仍 是 泛 函 分 析 中 最 优美 的 一 个 组 成 部 分 . 本 章 将 对 
Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 ,特别 是 紧 线性 算 子 的 谱 分 析 及 Hilbert 空间 上 的 
自 伴 算 子 的 谱 理论 作 一 个 简单 介绍 ,作为 今后 我 们 更 进一步 学 习 泛 函 理论 的 一 
个 入 门 . 


6.1 线性 算 子 的 谱 与 正则 集 


1. 谱 与 正则 集 的 概念 


谱 与 正则 集 的 概念 是 从 解 各 种 方程 的 过 程 中 提炼 出 来 的 ,例如 
O 线性 方程 组 : 
Arit = y, (6.1.1) 
其 中 A 是 数 域 K 中 的 nn 阶 方 阵 ,XEK,z,y 是 K" 中 维 列 向 量 ; 
@ 线性 微分 方程 : 
d 


下 ro 一 iD = fo): (6.1.2) 
@ Fredholm 积分 方程 : 
| Kedra =o = gC, (6.1.3) 
这 些 方程 可 抽象 成 下 列 算 子 方程 
Tz 一 研一 y GRCT—MDz= y), (6.1.4) 


这 里 本 是 数 域 K 上 某 个 赋 范 空间 X 到 其 自身 的 线性 算 子 ,T E X 中 的 单位 算 子 ， 
AEK 是 一 个 参数 ,z，,yE X, 于 是 研究 上 述 各 种 方程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 、 稳 定性 
( 即 解 关于 非 齐 次 项 y 的 连续 依赖 性 ) 问 题 均 可 归结 为 研究 对 任意 给 定 的 y€ X, 
方程 (6. 1.4) 的 解 z 的 存在 性 唯一 性 及 稳定 性 . 这 一 问题 等 价 于 算 子 一 AI 是 否 
有 定义 在 整个 空间 X 上 的 有 界 的 逆 算 子 , 因 为 

L 逆 算 子 (T 一 MXD-: 有 意义 (但 不 一 定 在 全 空间 X 上 有 定义 ) 等 价 于 方程 
(6. 1. 4) 若 有 解 , 则 解 唯一 ; 
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2° 逆 算 子 (T 一 MD 一 定义 在 X 上 等 价 于 Y>EX, 方 程 (6. 1.4) 有 解 ; 

3° 道 算 子 (T 一 MD 一 有 界 等 价 于 方程 (6. 1. 4) 的 解 的 稳定 性 . 

由 线性 代数 的 知识 知道 , 当 4 为 4 的 特征 值 时 ,线性 方程 组 (6. 1. 1) 可 能 无 解 
也 可 能 有 无 穷 多 解 , 而 特征 值 可 以 为 复数 , 故 本 章 大 部 分 问题 的 讨论 都 在 复 空间 上 
进行 . 

定义 6.1.1 设 X 是 复 Banach 空间 ,TT 是 X 到 其 自身 中 的 有 界线 性 算 子 , 即 
TEB(X),I 是 X 中 的 单位 算 子 ,XEC. 

1° 车 4 使 得 T 一 XAT 具有 定义 在 整个 空间 X 上 的 逆 算 子 

R, = (T-a 

( 称 作 算 子 T 的 预 解 算 子 或 预 解 式 ), 则 称 2 为 算 子 工 的 正则 值 . 正则 值 的 全 体 记 
fE p(T) , 称 为 工 的 正则 集 . 

2° 若 ) 不 是 工 的 正则 值 , 则 称 为 T HINE. 谱 点 的 全 体 记 作 oCT), 称 为 的 
谱 . 

注 当 MEpo(CT) 时 ,由 于 T 一 MTE B(X),T 一 MT 既是 单 射 又 是 满 射 , 故 由 逆 算 
子 定理 , 知 预 解 算 子 (T 一 A !' 是 有 界线 性 算 子 . 


2. 谱 的 性 质 


为 了 进一步 弄 清正 则 集 p(T) 与 谱 o(T) 在 复 平面 C 上 的 分 布 情况 ,我 们 给 出 
算 子 级 数 及 其 收敛 的 概念 . 

定义 6.1.2 设 X 是 赋 范 空间 ,{T,}CB(X), 则 算 子 级 数 > T, 称 为 收敛 
的 , 若 

S. 一 J T, 
k=1 

在 BCX) 中 依 算 子 范 数 收敛 . 

当 X 是 复 Banach 空间 时 ,由 定理 5. 2. 3, 知 B(X) 是 完备 的 ,再 由 定理 3. 3. 1， 
知 当 


Y IT! <=, 
k=1 
MS T aenst, S) T, 收 全 
k=1 k=: 


(1) 谱 的 有 界 性 


引 理 6.1.1 设 X 为 复 Banach 空间 ,TEB(CX), 若 1 T1 天 1, 则 I 一 工 的 逆 
算 子 (I 一 TD EBX), H 
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(— Ti = DT=I+T+T +e (6.1.5) 
= 


证 因为 | 工 | < 所 以 数 顶级 数 S II T ||? ok. 由 习题 5. 2 中 第 4 题 ,有 
ITI < TH’, 


BARS IT DER ANN 83 T kak. 记 


s=-5r, s= m, 
= = 
下 证 
S= (I—T)7. 
注意 到 , 当 noft, S, >S 且 对 任意 UE B(X), 有 
l SeU- S.: UI < l| S.—SI IUI > 0, 
l Ue S,—U eS < l| S.—SlI IUI —o, 
故 S, U—>S-U, U.S, >U" S. h 
d-T) eS =U- e I+T+-- +T”) =T, 
Se d- D = (IT 十 T 十 … 十 TD)。(T 一 T) =T, 
令 m>co, 由 于 | T| <1, 
ITI < Tl" 一 0， 
得 
(一 TD 。S=S。( 一 TD =], 

由 此 可 得 S=(I—T)'. 证 毕 . 

引 理 6. 1. 1 表明 , 若 | T | 天 1, 则 1€ p(T). 其 实 我 们 有 下 列 更 一 般 的 结论 . 

定理 6.1.1 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE B(X), 则 对 满足 

la l> H TI 

KAHH AC oC T). 

证 因为 


1 
Ee 1. 


由 引 理 6.1.1, (1 一 上 T) e€ BC 存在 ,注意 到 TI 一 一 M(I 一 并 7) , 故 


a 1 in 
(T-a 一 一 你 (1-47) 
存在 , 且 是 定义 在 全 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 故 MEp(T). 证 毕 . 
由 定理 6. 1. 1, Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 T HR (DUAAN lal 


II T || 上 的 有 界 集 . 
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(2) 谱 的 紧 性 


定理 6.1.2 复 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 了 HH o MHAR. 
证 由 于 c(T) 是 工 的 正则 集 p(T) 在 复数 集 C 中 的 余 集 , 故 只 需 证 明 p(T) 是 
开 集 , 即 p(T) 中 的 任意 点 都 是 内 点 . YioEp(T), 则 对 YAEC, 由 于 
T 一 MX= (T— àD — QQ—a)I 
(T— àD 。[I 一 Q 一 io)(T 一 xD ]， 
WAKE 6. 1.1, 4| A—) (T D 1 | <1, BH 
| 一 I< I(T — à D> ~ 
时 , 算 子 I ATAD AATE A 
(T 一 MD = [I Q—X%) (TADJ  。(T 一 MD 
存在 且 是 定义 在 全 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 . 这 表明 在 和 的 |(T 一 D171' 邻 
域内 ,都 上 XE oC T), BD ne 是 pCT) 的 内 点 . 再 由 je 的 任意 性 ,得 p(T) 是 开 
集 .证 毕 . 
由 于 C 为 有 限 维 赋 范 空间 ,其 上 的 有 界 闭 集 一 定 是 紧 集 (定理 3. 4. 4), 故 由 定 
理 6.1.1 与 定理 6.1. 2 知 ,o(T) 是 复 平面 上 的 紧 集 . 


(3) 谱 半 径 


定义 6.1.3 设 X HM Banach 空间 ,TE B(X) , 称 数 
re(T) = sup (| à | :2 € oa (T)) 


为 算 子 工 的 谱 半径 . 
由 定理 6. 1. 1, 显 然 有 
rCT)< I TI. 
此 外 ,我 们 还 有 : 
定理 6. 1.3 (Gelfand? 定理 ) 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE B(X) , WJ 
rT) = lim || T" l+. 
定理 的 证 明 很 长 ,这 里 从 略 ,有 兴趣 的 同学 可 参见 文献 [8]. 


习 题 6.1 


1. 设 X 为 复 Banach 空间 ,TE BX) ,pwE pT) ,证 明 : 
RD 一 RD = Q 一 DRCTD。R CTD， 
üh R (T)=(T—AD :,R,CT)=(T—sD"'. 
2. 设 A,BE BOOB A-.B 一 BA, 证 明 : 


O 盖 尔 范 德 (1913 年 一 ) ,俄罗斯 数学 家 . 
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T.A +B) <r,(A)+r,(B). 
3. 设 A,BEB(X) 且 A*B=B-A, 证 明 : 
m(A。B) < r, (A)r, (B). 
4. 设 S,TE BC(X), 证 明 : 
m(S。T) = r,(T ° S). 


6.2 ”有 界线 性 算 子 的 谱 分 析 


1. 谱 的 结构 
(1) 特征 值 与 特征 向 量 


定义 6.2.1 设 X 是 复 Banach 空间 ,TE B(X), 若 复数 ) 使 得 方程 
(T—aADz=0 
有 非 零 解 z 了 0, 则 称 4 为 的 一 个 特征 值 ,zx 为 了 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
引 理 6.2.1 设 工 是 线性 空间 上 的 线性 算 子 , 则 T 的 对 应 于 不 同 特征 值 Mi， 
Azre sAn 的 特征 向 量 工 ! ,zs，…,z, 是 线性 无 关 的 . 
证 用 数学 归纳 法 证 明 . 
首先 ,对 "一 2, 若 存在 数 a ,az ,使 得 


atı +a = 0, (6.2.1) 
将 算 子 工作 用 式 (6. 2. 1) 两 边 ,可 得 
Raimi 十 laazzs = 0, (6.2.2) 


要 使 式 (6. 2. 1) 与 式 (6. 2. 2) 同 时 成 立 , 必 有 a 二 0, 否 则 由 a 20 H à AA, P|H8 
(一 hz)azi 一 0， 
ZI 一 0， 
这 与 zi 0 矛盾 , 同 理 可 证 a; 一 0,ziyzz 线性 无 关 . 
假设 对 自然 数 <n, ri setr 线性 无 关 , 下 证 xset Tr tien WREEK. 设 
存在 & 十 1 DN atarsan ,使 得 
ati Hee + akz, Hart = 0, (6.2.3) 
将 算 子 工作 用 式 (6. 2. 3) 两 边 ,并 注意 到 Ti,… ,xi ,zhi 是 分 别 属 于 加 ye 
的 特征 向 量 ,可 得 
Mazi He Hasti HAT = 0. (6. 2. 4) 
式 (6. 2. 4) 减 去 式 (6. 2. 3) 的 Xt+1 倍 ,可 得 
Qi ~Ar Jazi 十 … 十 (一 Mr)arzt = 0, 
由 归纳 法 假设 ,zi ,… ,zs 是 线性 无 关 的 ,因此 
(一 Mk)aa 一 0 (i=1,.,k), 
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ai =0 (i= 1,,k). 
代入 式 (6. 2. 3) ,又 有 art 二 0, 故 zu" Ti Tn RETR. 由 归纳 法 ,zl ,zz sz, 
线性 无 关 . 证 毕 . 


(2) 点 谱 


定义 6.2.2 T 的 特征 值 的 全 体 称 为 工 的 点 谱 (point spectrum) , 记 作 os (A). 
注 对 于 X 中 的 零 元 素 0, 必 有 
(T 一 M1)0 王 0， 
故 当 ) 为 工 的 特征 值 时 ,T 一 iT 不 是 单 射 ,从 而 (T 一 MD- 不 存在 , 故 算 子 工 的 任 
一 特征 值 都 是 谱 点 , 即 
o (T) C o(T). 
对 有 限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 A, 若 记 其 表示 和 矩阵 为 4( 它 依赖 于 线性 空间 
基 的 选择 ) ,从 线性 代数 的 知识 知道 , YAEC, 只 有 两 种 可 能 ， 
1° 行列 式 |A4 一 *1| 二 0, 此 时 4 为 算 子 A 的 特征 值 ; 
2° 行列 式 |4 一 AT| 关 0, 此 时 4 为 算 子 A 的 正则 值 . 
因此 ,在 有 限 维 空间 中 ,o, (A) 二 oC(A). 
但 在 无 限 维 赋 范 空间 上 ,了 的 谱 s(T) 并 不 都 是 由 工 的 特征 值 组 成 , 即 o, CT) 
仅仅 是 谱 DHFR. 


(3) 谱 点 的 分 类 


谱 点 可 以 根据 它 破坏 正则 性 的 方式 分 为 三 类 : 
1 若 (T 一 MD 一 不 存在 , 即 
ker (T—21) Z {0}, 
则 ) 为 工 的 特征 值 ,其 全 体 构成 算 子 THAR oT); 
2° 若 (T 一 MD- 存在 ,其 定义 域 不 是 X 但 在 X 中 稠密 , 即 
(T 一 MTDCX) z X, 
(T—àAD (X) = X, 
这 样 的 复数 的 全 体 称 为 工 的 连续 谱 (continuous spectrum), 记 作 a, (T); 
3° 若 (T 一 1D 一 存在 , 且 其 定义 域 在 X 中 不 稠密 , 即 
CT 一 MDCX) z x, 
这 样 的 复数 4 的 全 体 称 为 工 的 剩余 谱 (residual spectrum), 记 作 o, (T). 
由 定义 ,mr(T) ,0.(T),o.(T) 互 不 相交 且 满 足 
op(T) U olT) U oD = o (T). 
K 6-1 给 出 了 三 类 谱 点 与 正则 值 的 比较 . 
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Re 谱 点 与 正则 值 的 比较 
特 征 
4 的 分 类 集合 记号 
T-I | (TADz=y 
正则 值 CEE] | 有 唯一 解 EMR p(T) 
| 有 险 一 入 或 天 种 | 5 WT 


w| 单 但 ”| 值 域 在 XX 中 不 稠密 ”| A 
|i 不 Maex AE | ”无 解 时 有 近似 解 arn | 连续 谱 “CT) 
点 | 特征 值 ETJ 无 解 或 解 不 唯一 点 MoT) 


2. 谱 的 确定 
例 6.2.1 在 X=C([0,1]) 上 定义 算 子 工 如 下 : 
(Tz)GO =t), V< € cio), 


M T€ B(X), H. 
oT) = s,(T) = [0,1]. 


证 显然 工 是 线性 算 子 ,下 证 工 有 界 . 
事实 上 ,YzEC([0,1]), 由 


|| Tx || == max | Tz(b | = max |tz(t) | 
e€[0.1) relon) 
< max z0 |= 1zl- 


A || TI <1, TEB). 
Q@ 若 MEC\[0,1], 记 
= 17. 
RT = — 


则 R(T)EB(X), 且 对 VYzECC[0,1]), 有 
[LRCT)。(T 一 MD)]z(GoD =R,CT)[G —2)z(0]= z(t), 


[GT 一 MD) + ROT)JzC) =—7—aD o] 


| = 
ria TADO] 
a- l-g n 
n a Aalt) = x(t), 


故 RCTD 一 (T 一 AD- 所 以 MEp(T). 


© 若 ME[0,1], 方 程 
(T—A4DzG@) = G—à2)=(O 一 0 


在 CCL0,1]) 中 只 有 零 解 z(t) 三 0, 故 4 不 是 工 的 特征 值 . LEF TAI 的 值 域 
CT—ADCC([0,1]))= (G—2)=(O:z(0 € C([0,1J)) 
C {y0 € C([0,1)) : yQ) = 0), 
再 由 C[0,1]) 中 点 列 的 收敛 等 价 于 函数 列 的 一 致 收敛, 容易 推 得 CI- ADCCC0,i) 
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中 的 任意 元 素 =(D) ,都 有 zQ)=0. 显然 1EC([0,1]), 但 14 (A 一 4DCCCL0,1D), 所 以 
CT—2DƏCC[0,1])) = CL0,1D), 
由 此 可 知 AEo,(T), 从 而 有 
oT) = 06,(T) = [0,1]. 
例 6.2.2 在 X=L*([0,1]) 上 定义 算 子 全 如 下 : 
(Tr)(D) 一 如 (人 ，YzEEL([0,1I])， 
则 T€ BOX), B 
oT) = a, (T) = [0,1]. 
证 显然 本 是 线性 算 子 , 且 YzEL?[0,1], 由 


ITa la = (Ü leo a) < (F 120 a) = zl 


A || TI <1, 所 以 T€ BOX). 
O 若 MECN[0,1],YzEL:([0,1]), 由 


sai ç 1 u : 
fle] a< Fato l,l! &< 
NL €L ([o,1p,-L I € BOD. MH 


(i) T-aD = T-aD  (-u)= r, 


所 以 


AN eA Fa 
(T-aD" = 7i 


AMA AET). 
© 若 ME[0,1], 方 程 
(TAD) = G—2)=z(0D = 0 
在 严 ([0,1]) 中 只 有 零 解 zx 一 0, 这 里 69 是:([0,1]) 中 的 零 元 素 ([0,1] 上 几乎 处 
处 为 零 的 可 测 函 数 ) ,所 以 不 是 了 的 特征 值 . 下 证 XEo.《A). 为 此 ,需要 证 明 
(TaD LoD) +L ([0,1)), 
TaD TD,1D) = L: ([o,1). 
因为 1EZ([o,1]), 若 有 (CT 一 ADCL2[0,1])) 一 忆 ([0,1], 则 3zEL2([0,1]， 
使 得 
CT 一 MD)x 一 (一 D)x 一 1， 
从 而 与 


1 
Z= € L'[o,1D 
矛盾 , 故 


+ 172. 第 6 章 有 界线 性 算 子 的 谱 分 析 


(T 一 MDCL2([0,1])) Z LL0,1)). 
YvEL ([0,1]),*F V >01) ,构造 函数 z, 如 下 : 


uwa, ze [0,IQA 一 ec 二 e， 


£= 
zlD = Lo), tE [max (0,A—e) à], 
Hw, t € [amin {1,4+e}], 


容易 验证 z.EL*([0,1]). 令 
v = (T—àID z, € (T 一 MDC2[0,1])， 
WE L: ([0,1]) rR, 4 e>0 i}, v —o Br bA 
(CT—ADCL2([0,1])) = L*([o,1]), 
从 而 有 XEo.(T). 再 由 4 的 任意 性 , 知 
oT) = a, (T) = [0,1]. 
例 6.2.3 在 空间 P 上 ,平移 算 子 工 定义 为 
Tr = (O,zisza s), Vz = (tst) € Ë , 
MÜ ,CT)=1,T RAREN, R 
OCT) = (A € C: al>, D= (à € C; | 1 |<1). 
证 显然 TEB(2) 且 


I Tz le = 10mvay)1 :一 (X lal)? = zl 


#k | T | =1, 于 是 
r CT) = lim ITI? =1, 
故 当 |A| >1 时 ,MEp(T). 
对 天 0, 令 
(TAD = (一 Mrziyzl 一 Mrzyzz 一 Mr = 0, 
其 中 9 一 (0,0,…) 为 忆 中 的 零 元 素 ,得 zx 一 0 对) 一 0, 令 
Tx = (0,ziyzz…) 一 0 
同样 得 z=b, 故 工 无 特征 值 ,oo(T) 一 亿 . 
4AL1 时 ,讨论 算 子 T 一 4 的 值 域 . 若 1 一 0, 显 然 有 
R(T 一 MTD) = R(T) C (Gy,za s) € P, = 0) # Ë, 
车 0<|4| 过 1, 考 察 方程 


(T—aADz = C-.1,0,0,-), (6.2.5) 
得 
2 = 1 T2 1 Ta 一 1 
1 oee m=i e 
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由 于 级 数 
lal si >z A 


是 发 散 的 , 故 方程 (6.2.5) 在 已 中 无 解 ， 故 同样 有 RT-D., KAK al <1 
时 ,AEo(T). 


习题 6.2 


1. B XARZI EX 上 的 恒 等 算 子 , 试 求 c(D ,oo(D,o(D. 
2. 在 上 上 定义 有 界线 性 算 子 丁 为 
Tr= (rn), Yr= (msn) € B, 
证 明 ， 
AD= (Q € C. |112>1), a, (T) = (à € C: |a |< 1). 
3. 在 复 C([0,1]) 中 考察 积分 算 子 
Che = [tods 
WEH T) =CV(0) HR. 
oD = 01T) = (0). 
4. 设 M 是 复 Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 ,P 为 从 H 到 M 的 正 交 投 影 算 子 , 求 mw(P). 


6.3 紧 线性 算 子 


1. 紧 线 性 算 子 的 概念 
(1) 紧 算 子 的 定义 


定义 6.3.1 设 X,Y 是 赋 范 空间 , 若 算 子 T. X—Y 把 X 中 的 有 界 集 都 映 成 了 
中 的 列 紧 集 , 则 称 T 为 紧 算 子 . 从 X 到 Y 的 紧 线 性 算 子 (compact linear operator) 
的 全 体 , 记 作 CCX,Y) ,并 记 CCX) 一 CCX,X). 

定理 6.3.1 紧 线性 算 子 是 有 界线 性 算 子 . 

证 设 T:X-=Y 是 紧 线性 算 子 , 则 工 将 X 中 的 有 界 集 映 为 Y 中 的 列 紧 集 ;而 
由 定理 5. 1. 2, 任 一 线性 算 子 了 有 界 的 充分 必要 条 件 是 工 将 X 中 的 有 界 集 映 为 Y 
中 的 有 界 集 , 由 于 列 紧 集 是 有 界 集 , 故 是 有 界线 性 算 子 . 证 毕 . 

注 由 定理 6. 3.1,C(CX,Y) 是 BCX,Y) 的 子 空 间 . 

下 面 我 们 给 出 紧 算 子 的 两 个 等 价 定 义 . 

O T: XY 为 紧 算 子 全 对 于 X 中 的 有 界 点 列 {z,},{Tz} 有 收敛 子 列 ; 

© T. X—Y HRA TOT Æ X 中 的 单位 球 B (0)= (=€ X: || = | <1} 映 成 
Y 中 的 列 紧 集 、 
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例 6.3.1 设 X 是 无 限 维 研 范 空间 , 则 X 上 的 恒 等 映 射 T 不 是 紧 算 子 . 
证 车工 紧 , 则 有 界 集 B,(0) 的 像 B;(0) 是 列 紧 集 ,从 而 B (0) 是 紧 集 , 由 定理 
3.4.7,X 必 是 有 限 维 的 ,矛盾 , 故 1 不 是 紧 算 子 . 
例 6.3.2 定义 积分 算 子 T:C([a,6])>C([a,6]) 为 
TW = TK dr)ds, Vz € cad)), 


其 中 K(t,s) 在 [a,5]X[a,5] 上 连续 , 则 全 是 紧 线 性 算 子 . 

证 显然 ,T 为 线性 算 子 . 设 也 是 C([a, 势 ) 中 的 单位 球 , 由 紧 算 子 的 等 价 定义 
@@, 要 证 本 是 紧 算 子 ,只 需 证 T(B) 是 列 紧 集 ;再 由 Arzela-Ascoli 定理 ,要 证 T(B) 
是 列 紧 集 ,只 需 证 T(B) 一 致 有 界 和 等 度 连续 . 

K(z,s) 在 紧 集 [a,5]X[a,6] 上 连续 , 故 有 界 , 令 

M= max |K(t,s) |, 
ts€ Lab] 

则 YzEB, 有 


L TDO |< | Te |= = max | Í KG;ozG)as 
Elab] | J a 


<Í M Izl eds<M6—a), 
故 TCB) 一 致 有 界 ; 又 由 KCt,s) 在 [a,6]X[a,6] 上 一 致 连续 , 知 Ye>>0, 36>0, 使 
当 |a 一 &1<8 时 ,有 
IK) =K) |< ps 
故 YrEB, 当 |4 一 |1<3 时 ,有 
[T TD |< f IKK] Ia ds 
委 天 -CO 一 o) = 
从 而 有 T(B) 等 度 连续 . 
(2) 有 限 秩 算 子 


定义 6.3.2 设 TEB(X,Y), 若 其 值 域 是 有 限 维 的 , 即 dimR(T)<c, 则 称 工 
是 有 限 秩 算 子 . kg 
定理 6. 3. 2 有限 秩 算 子 是 紧 算 子 . 
证 设 工 是 有 限 秩 算 子 , 则 由 工 有 界 , 知 YzEB:(0), 有 
l Tæ < UTIs ITI 
即 TCB,(0)) 是 有 界 集 ; 再 由 R(T) 是 有 限 维 的 , 知 TB (0)) 是 列 紧 集 , 故 由 紧 算 
子 的 等 价 定义 @, 得 工 是 紧 算 子 . 证 毕 . 
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推论 。 有限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 是 紧 算 子 . 
证 E T Een 维 赋 范 空间 X 上 的 线性 算 子 , 则 由 定理 5.3.1,T 是 有 界线 性 
算 子 . 设 {e1,e;,…,e,} 是 XX 的 一 个 基 , 则 由 
TX) = (mi Te, 十 zzTes 十 … 十 ZnTes:ze € K,k = 1,2,.,n}, 
知 dimR(T)<n, 故 人 是 有 限 秩 算 子 ,从 而 是 一 个 紧 算 子 .证 毕 . 


2. 紧 线性 算 子 的 性 质 


定理 6.3.3 设 X,Y,Z 是 赋 范 空间 ,TEB(X,Y),SEB(GY,Z), 且 S,T 有 一 
为 紧 算 子 , 则 ST. XZ ERAT. 

证 当 工 是 紧 算 子 时 , 设 A 是 X 中 的 有 界 集 , 则 由 工 紧 ,得 T(A) 是 了 中 的 
列 紧 集 ,再 由 S 连续 ,得 

(S+ T)(A) = S[T(A)] 

是 Z 中 的 列 紧 集 ( 定 理 2.7.8), 故 SeT ERAT. 当 S 是 紧 算 子 时 ,证 明 是 类 似 
的 .证 毕 . 

定理 6.3.4 设 X 是 赋 范 空间 ,Y 是 Banach 空间 ,{T,}CC(X,Y). # (T, K 
算 子 范 数 收敛 于 TW 工 也 是 紧 算 子 . 

证 设 A 是 X 中 的 有 界 集 , 则 本 M>>0, 使 得 VYzEA, 有 |zl <M. HT T, > 
T, 故 Ye>0, 3 NEN, 使 得 


IT-T <N: 
此 时 ,对 YzEA, 有 
| Tuz — Ta || = || (Tu Da || < | Tu-TI zl 
和 MI Tw 一 Tl <5- (6.3.1) 
因为 Ty 是 紧 算 子 ,所 以 Tw(A) 是 Y 中 的 列 紧 集 ,从 而 是 全 有 界 的 (定理 2.7. 1)， 
故 Ty(A) 有 半径 为 e/2 的 有 限 开 球 覆 盖 : 
Ty (A) C Ü Bs yo) 
由 式 (6. 3. 1), 有 
TA CÜ B.G), 
故 T(A) 也 是 全 有 界 的 ,再 由 Y 的 完备 性 , 知 T(A) 是 列 紧 的 (定理 2.7.4), 故 为 
紧 算 子 . 证 毕 . 
注 当 Y 是 Banach 空间 时 ,由 定理 6.3.4 可 知 C(X,Y) 是 Banach 空间 


BCX,Y) 的 闭 子 空间 ,从 而 也 是 Banach 空间 . 
例 6.3.3 设 线性 算 子 T:>. 定义 为 
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Tx (a3 58,.), Yr= (sms) € P , 


2 "s 
则 工 是 紧 线 性 算 子 . 
证 ST b> H 
T. = (二 本,… 王 ,0 )， Vz= (zz € Ë, 


MT, 是 有 限 秩 算 子 , 故 是 紧 算 子 . 由 于 
a = (Ë LE) < (È 121) 


== 


fa 
< hÀ la) = hlel 


故 有 
IT,-T| <— 


i 
从 而 T,—T. 由 定理 6. 3. 4, 工 是 紧 算 子 . 
定理 6.3.5 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X-~Y 是 紧 算 子 , 则 T 的 对 偶 算 子 T" : 
Y'>X' 是 紧 算 子 . 
定理 6.3.6 X,Y 是 赋 范 空间 ,T:X->Y 是 紧 算 子 ,{z,}CX,zEX, 则 
zz > Tx, > Tr, 
即 工 把 X 中 的 弱 收 敛 点 列 映 成 Y 中 的 强 收敛 点 列 . 
证 反 证 .车 Tx, 太 Tz, 则 3eo>>0 及 {z,} 的 子 列 {z } ,使 得 
ITz, — Trl>e. (6. 3. 2) 
由 {xz,} 有 和 界 及 全 是 紧 算 子 , 知 {Tzx。 } 有 收敛 子 列 ,不 妨 设 Tr, >y. 
VfEY' ,有 T" f€ X' , 故 由 zx 一 >z, 得 
f Tan) = CT: Pan) > (T* PC) = fCTz), 
又 由 了 的 连续 性 ,得 
STan) > fO), 
从 而 由 极限 的 唯一 性 ,得 
fO) = f(Tz), 
再 由 了 的 任意 性 ,得 > 一 Tz( 推 论 5. 6.5), 这 与 式 (6. 3. 2) 矛 盾 , 故 Tan — Tx. 
证 毕 . 
习题 6.3 
1. 设 X,Y 是 赋 范 空间 ,TE B(X, Y), ERA: T E RW TS T HE X 中 的 单位 球 B (0) = 
(z€ X: || z 一 1} 映 成 Y 中 的 列 紧 集 . 
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2. 设 XY 是 赋 范 空间 ,Ti ,Ti ,TE CC(X,Y) ,acEK, 证 明 :Ti 十 Ti,aT 都 是 紧 算 子 . 
3. 证 明 : 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 是 紧 算 子 . 
4. 设 数列 {ao} 的 极限 为 0, Yz 一 (mm r) € F ,@ 

Tr = (az sazz: es), 


ERTE’. 的 紧 算 子 . 


6.4 。 紧 线性 算 子 的 谱 分 析 


1. 紧 线性 算 子 的 谱 理 论 


对 有 限 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 的 谱 , 我 们 已 经 知道 它 仅 由 算 子 的 特征 值 构 
成 ,对 无 限 维 空间 上 的 一 般 有 界线 性 算 子 的 谱 结构 ,人 们 还 不 甚 明 了 ,但 其 中 的 紧 
线性 算 子 的 谱 理 论 (Riesz-Schauder 理论 ) ,结果 却 是 相当 完美 的 . 

定理 6.4.1 设 X 是 复 Banach 空间 ,TEC(CX), 若 dimX=20, M} 

0 € o(T). 

证 反 证 . 若 0Epo(T), 于 是 T HE, B T? EBX). 因为 全 是 紧 算 子 ,T! 

是 有 界线 性 算 子 ,由 定理 6. 3. 3， 
im =I 

也 是 紧 算 子 , 但 这 是 不 可 能 的 ( 例 6. 3. 1) , 故 0€ (T). 证 毕 . 

定理 6.4.2 设 X 是 复 Banach 空间 ,TE C( X) , W| o,(T) 至 多 是 可 数 集 且 0 
是 其 唯一 可 能 的 聚 点 . 

证 记 

A= N Ë € C.l2l >+) 
则 有 
a (T) = (0) uU Ars 

故 要 证 o,《T) 至 多 是 可 数 集 ,只 需 证 明 YkEN,A 仅 包含 有 限 个 不 同 的 特征 值 . 

反 证 . 假设 存在 某 个 自然 数 ,集合 A, 中 含有 无 穷 多 个 不 同 的 特征 值 , 即 有 
NEAkG 一 1,2,…) AFA GE), FEREN j>, 3 x; EX\{0} ,使 得 

Tz; = À;z;. 
由 引 理 6. 2. 1, 对 任意 正 整 数 nst ,zz，…z, 线性 无 关 , 令 
M, 一 span{ziyzzzn}， 

则 由 推论 3. 4. 2,M, 是 X 的 闭 子 空间 且 M, E: M, 的 真子 空间 . 由 Riesz 引 理 ( 引 
理 3.4.1), Vn22, 3y,€ M,,4848 || y, || =1, BXH V y€ Mai 


1>x 一 >1 >+. 
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注意 到 


|ż»l= <E (n= 1,2,), 
故 点 列 ya EX 的 有 界 集 . 设 > = D) aza AHER AAR m > 由 
-Th v)= Sa (i) € Mm, 


T(1>-.)€ M.C Mmi 


"a n) T (1>.)| |o- [v T (sn) +T(} >.) )]]>z, 
#[T(1.) x. 中 没有 收敛 子 列 ,这 与 算 子 了 的 紧 性 矛盾 ,从 而 有 osCT) 至 多 
可 数 
BR EEEN -都 不 可 能 是 xy(T) 的 从 点 ,否则 
aD n [ae c; 1a 1> 121) 


中 含有 无 穷 多 个 不 同 的 特征 值 , 故 0 是 唯一 可 能 的 聚 点 . 证 毕 . 
注 总 结 定理 6.4. 1 和 定理 6. 4. 2 的 结论 ,并 注意 到 谱 的 有 界 性 , 复 无 限 维 
Banach 空间 上 的 紧 线性 算 子 的 谱 s(T) 只 有 下 列 3 种 可 能 性 ， 
O 单 点 集 {0}); 
@ 有 限 集 {0,X41，… ,Xn); 
@ 可 数 集 {0,A1,X2，…} ,其 中 A, 一 0. 
定理 6.4.3 设 X 是 赋 范 空间 ,TE CCX) ,天 0, 若 记 
T, =T, 
则 T, 的 值 域 RCT,) 是 X 的 闭 子 空间 . 
证 VyERCT,), 则 3 {zx,}CX, 使 得 
Talan) = y> yy. 
下 证 y€ R(T.). 因为 0ER(A,) ,不 妨 设 y 关 0. 设 


a= if laal 


28 =, 13 ker (TOWER, HX y#0 H T, (z,)—>y(n—co), MAK n AAK, A 
8 过 0. 由 下 确 界 的 定义 , V n€ N, Jw, Eker (Ti), 使 得 


a< lru l| <a (1+4). (6.4.1) 
令 zmn =t w EER 
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T,z,= T,z=, = Ya >y (n— eo), (6.4.2) 
z= iTr, 一 Tizs) G@m=1,2,-, (6.4.3) 
因此 如 能 证 明 {z。} 是 一 有 界 点 列 , 则 由 算 子 工 的 紧 性 ,就 有 {z,} 的 子 列 {zw } ,使 得 
{Tzn kek. 再 由 式 (6. 4. 3) 和 式 (6. 4. 2) ,可 知 {z。 } 也 收敛 ,不 妨 设 其 极限 为 z. 由 
T, 的 连续 性 ,应 有 
Tz = T,(limz,, ) = limT;z,, = y, 
k= k= 
由 此 可 得 y€E R(T;), 从 而 有 RTO KAR. 
要 证 {z,} 有 界 , 由 式 (6. 4. 1) ,只 需 证 {6,} 有 界 . 假设 {6,} 无 界 , 则 {5} 存在 极限 
为 co 的 子 列 ,不 妨 设 6,>co. 考察 点 列 {z,/6,) ,因为 


工 L 
| 六 |< Ii a 
所 以 {z,/6,} 有 界 , 由 算 子 的 紧 性 , 故 存在 子 列 {z。 /6 } 及 wEX, 使 得 
T(E) >w ko), 
又 因为 Tzr >y >20, V 
1 
TR) a Ten) 0 9 


FTE koot}, 
Ean = 1 (a= )- TR )] Lu, (6.4.4) 
从 而 有 
Ta") 7 (He)= TT, 
由 极限 的 唯一 性 可 知 


Tiw = 0, 
即 wE ker( Ti). 注意 到 tw Eker《(T), 所 以 
1 1 1 ó, 
全 地 | a |a (w+ >=)| 
>G, kett») Ea 
m 
这 与 式 (6. 4. 4) 不 符 , 所 以 必 有 {6,} 有 界 . 证 毕 . 
推论 设 X 是 赋 范 空间 ,TE CCX) ,天 0, 则 ==(T 一 AD"(n= 二 1,2,…) 的 值 
域 是 X 的 闭 子 空间 . 
证 因为 


T= (T-A = DC VHT 
=i 
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= TÈ CCDranTe CDA, 
且 由 定理 6. 3. 3 和 习题 6. 3 中 第 2 题 , 知 
A=T[> ccDranre] 

是 紧 算 子 , 故 由 定理 6.4.3 知 ,位 二 A 一 (一 1)"!X" 的 值 域 是 闭 集 . 

定理 6.4.4 设 X 是 复 Banach Zi, TEC(X), AEC H1240, 0M A 要么 是 全 
的 特征 值 ,要 么 是 工 的 正则 值 , 且 

dim (ker T,) < co. 

证 ”假设 天 0 不 是 特征 值 , 则 T= 二 了 T 一 4I 是 单 射 ,下 证 T, CX) = X. 若 不 然 ， 

则 对 所 有 n 二 1,2,…, 应 有 
TX CNX TPH ANK. (6.4.5) 
WMR 3n>1,4848 NOSTA, 
TW = TER) = TT) = TX), 

由 此 递 推 可 得 T, (X) = X 而 与 T, (X) Z X 矛盾 , 故 式 (6.4.5) 成 立 . 再 由 推论 ， 
TU (X) TI(X) 的 真 闭 子 空间 , 故 由 Riesz 引 理 ,可 得 点 列 {y,)}CX, 满 足 : 


i = 1 
ENK, lal =1, iol” zl >+. 
又 对 任意 自然 数 m>m， 
TYm — Tyn = Ym — y. + NYa — NYa 


= 一 [> = (vn = ITs + 二 Ty»)]， 


T yn D24 Dn E TH OO iA 
l Tyn — Tya | >, 


所 以 点 列 {Ty。} 没 有 收敛 子 列 ,这 与 算 子 工 的 紧 性 矛盾 ,从 而 有 T, (X) =X, TE 
A€o(A). 
对 1 天 0, 若 人 是 工 的 正则 值 , 则 dim (kerT,) =dim (0) =0<co;3% À Æ T W 
特征 值 , 则 由 工 的 紧 性 , 知 kerT, 中 的 单位 球 
(z € kerTi: |z || < 1)= (z € B(0):Tr = 0) 


= |ze Bi(0):z= T(z))c< TB, (0) 


是 列 紧 集 , 故 由 定理 3. 4. 4,dim (kerT,)<ceo. 证 毕 . 
注 由 定理 6.4.4 知 ,TT 的 任 一 非 零 谱 点 都 是 T 的 特征 值 , 即 
oD\{0} = a, (T)N10). 
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2. 紧 算 子 方程 的 可 解 性 


在 本 章 开 头 ,我 们 已 经 讨论 过 方程 的 可 解 性 与 算 子 的 谱 之 间 的 联系 ,下 面 就 利 
用 前 面 的 理论 研究 紧 线性 算 子 方程 的 可 解 性 问题 . 
引 理 6.4.1 设 X 是 复 Banach 空间 ,TECCX). YAECN{0}, 若 记 
T = (T—à4MD", 'T? = I, 
则 存在 一 个 非 负 整数 r ORF A), 4849 
ker (T?) C ker (T}) C + C ker (Tí) = ker (Ti 一 … 
且 前 面 的 包含 关系 是 真 包含 . 
证 先 看 两 个 事实 : 
1° 对 任意 自然 数 n, 因 为 T; Gr) =0 隐 含 Ti Crz) 一 0, 故 成 立 
ker (T;) C ker( T} ); 
2° 若 有 n2>0,48í89 ker(T;) =ker( T3) , W| Vm>n,W# 
ker(TY) = ker( T7”). 
若 不然 , 则 3m>2>n,z EXE xo E ker(T3+') , £o €ker(T?). 由 于 
Tr Cro) = T; (TT "Gao)) Z 0, 
TI” (aÍ) = TI (T "Ca)) = 0, 
故 
Tr (zo) € ker (TY), TI™ (ao) € ker (Tr), 
这 与 ker (Tj) =ker (TFA. 因此 ker (TY ) 一 ker (T7*). 
下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 引 理 . 假设 对 任意 自然 数 n， 
ker(T;) Z ker(T7'!), 
因为 零 空间 都 是 X 的 闭 子 空间 (习题 5. 1 中 第 2 题 ) , 故 由 Riesz 引 理 , 3 (+,) C 
X AEI r, Eker), || =, || 一 1, 且 YzEker(T), 有 
lz—zl > 3: 
下 证 {Tz,} 在 X 中 没有 收敛 子 列 . 对 mn, 因为 
Tra Tr Tila Fita Tia — Ma 
= [= we (=. a Tx. ++Te.)], 
H Em € ker( TI) ,48 T,z=,, € ker( Tr) , PFH 
Zn € ker(Ti) C ker(T¥), T,z, € ker(Ti) C ker(TY), 
得 


zt — TT, +T, € ker(TY)， 
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于 是 


1 
| Tzn — Tz, | lal |a (= LIT, iTr) |> 1, 


从 而 对 有 界 序列 {z,}CX,{Tz。} 没 有 收敛 子 列 ,这 与 算 子 T 的 紧 性 不 符 , 故 存在 
整数 0, 使 得 ker(Ti) 一 ker(Ti) ,证 毕 . 
定理 6.4.5 设 X 是 复 Banach 空间 ,TEC(X),XAEC\{0}, 则 YyEX, 方 程 


Tz =y (6. 4. 6) 
均 有 解 的 充分 必要 条 件 是 对 应 的 齐 次 方程 
Tax =0 (6. 4.7) 


只 有 零 解 . 

证 必要 性 :假设 齐 次 方程 (6.4.7) 有 非 零 解 zx € X, 因 为 VYyE XX, 方 程 
(6.4. 6) 均 有 解 ,所 以 了 zzEX, 使 得 

Tt: =z, #0, Tiz: = T,zi = 0. 
依 此 类 推 ,我 们 得 到 一 点 列 {z,}CX, 满 足 : 
Tx, = zx Tirm =n #0 TPt =0 

因此 ,对 所 有 的 n, ker(T) 天 ker(Ti+) ,与 引 理 6.4.6 矛盾 ,所 以 齐 次 方程 
(6. 4.7) 只 有 零 解 . 

充分 性 : 设 齐 次 方程 (6. 4.7) 只 有 零 解 , 于 是 非 零 复数 4 不 是 了 的 特征 值 ,由 
定理 6.4.4, 此 时 有 T,(X) 二 XX, 即 方程 (6. 4.7) 对 每 个 yEX 有 解 . 证 毕 . 

注 此 时 ,4 是 人 的 正则 值 , 故 方程 (6. 4.6) 有 了 唯一 解 zx 一 Ti y. 

例 6.4.1 讨论 积分 方程 


Nucwar = Ga) + ux) (6.4.8) 


的 解 , 其 中 天 0 为 常数 . 
解 在 X=L:([0,1]) 上 , 令 
Tu= | u(z)dxz, 

由 于 dim(T(X))=1, 故 本 是 有 限 秩 算 子 ,TECC(X). 此 时 ,方程 可 缩写 为 

Tu — ùu = v. 
由 于 齐 次 方程 Tu—iu=0 的 解 为 u 二 a, 其 中 a JARENE 

4 一 如一 0， 
故 当 天 1 时 ,方程 Tu 一 iv 一 0 只 有 零 解 , 当 ) 一 1 时 有 非 零 解 , 故 由 定理 6. 4. 5, 知 
方程 (6. 4. 8) 仅 当 ) 天 1 时 均 有 解 . 等 式 (6. 4. 8) 两 边 在 [0,1] 区 间 积 分 ,得 

a->| udr = [' vade, 


代入 式 (6. 4. 8) ,可 得 解 为 
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ulz) = IRh É: v(z)dr— va]. 


下 面 我 们 将 考察 复 Banach 空间 X 上 的 紧 算 子 TEC(X) 与 它 的 对 偶 算 子 
T EC(X" )( 定 理 6. 3. 5) 所 定义 的 算 子 方程 的 可 解 性 之 间 的 相互 关系 . 
定理 6.4.6 设 X 是 复 Banach 空间 ,TECC(X),XEC\{0}. 则 VyEX), 方 程 
Tix =y 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 对 下 列 对 偶 方 程 
T"F 一 if = 0 (6.4.9) 
的 一 切 解 f€ X" ,成 立 FCy) 一 0. 
证 ”必要 性 : 设 z€ X 是 方程 Tiz 一 y WR, SEX 是 方程 T" f 一 My 一 0 的 
解 , 于 是 
fW= CT 一 iz) = f(Tz) —Af Ga) 
= (T* yG) —Af (1) = (T° F 一 Mf)(Cz) = 0. 
充分 性 :要 证 方程 Dz 一 有 解 , 即 证 y€ T, (X). 不然 ,由 y@€ T,(X) K T, (X) 
J X 的 闭 子 空间 (定理 6. 4. 3) ,得 
d= to ly—zl >o, 
再 由 推论 5. 6. 3, 3 f€ X: ,使 得 
fo) =d, f(Tx)=0, Vre€ X. 
此 时 , V z€ X, A 
(T' FF 一 Mf)(z)= f(Tz) —Af Ga) = f(Tx — àr) 
= f(x) = 0, 
故 T"f 一 4f=0, 即 f ERBA (6. 4. 9) BJ 8, m x 8 J FE ñj — UJ f A B: 
f(y)==0, 这 与 F(y) 一 d 天 0 矛盾 , 故 y€ T, (X). WEE. 
对 称 地 ,我 们 有 下 列 结论 : 
定理 6.4.7 设 X 是 复 Banach 空间 ,TECC(X),XEC\{0). 则 VgEX' ,方程 
FPS- A= 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 对 齐 次 方程 
Tr=0 
的 一 切 解 x-EX, 成 立 g(z)=0. 


习 题 6.4 
1. KF T:> 定义 为 


Ta= (n, peo He), Vz=ai rE P, 


n 
EH: TERATE, (D={0). 
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2. AF T:>. 定义 为 
Ta = (aoee ne), Vz= asns) € Ë, 
ER: TERRA TH RoT. 
3. AF T. — É 定义 为 
Te = (0.2, 2,2,..), Vrz= (mm) € Ë, 
VEH], T R RW H Í (T)=s,CT)= (0). 
4. 设 工 是 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线 性 算 子 ,XEC 且 10,T` 是 工 的 对 偶 算 子 , 证 明 : V Z€ X: , 
对 偶 方程 
(T'—M')f= g 
HR SEX 的 充分 必要 条 件 是 相应 的 齐 次 方程 
(T* -MA=0 
只 有 零 解 ,其 中 了 是 单位 算 子 了 的 对 偶 算 子 . 
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1. 自 伴 算 子 的 概念 


定义 6.5.1 Ü H E: Hilbert 空间 ,TE B(H),T 称 为 自 伴 算 子 , 若 
(Tz,y) = (z,Tyy, Yrz,y€E H. 
定理 6.5.1 i H JE Hilbert 空间 ,TE BCH), W| T 为 自 伴 算 子 的 充分 必 
HRE: VEH, Tro) HR. 
证 必要 性 : 若 T 为 自 伴 算 子 , 则 VzE 互 ,有 
(Tr,z) = (z,Tz) = (Tz,zy, 
故 (Tz,z) 为 实数 . 
充分 性 : V z€ H, H 
《Tr,z) = (Tz,z) = (z, Tx) 
得 


(Try) =TUCTG +y) r +y) — (Te —),z—) 
+ÑA[CTe+is),z +i) — (T(z—iy),z—iy)] 
=TLe+yT(+y)—(z—y TG 


+A[Q+iys,TGe +i) — Ge—iy,TGz—i] = (z, Ty). 
证 毕 . 
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例 6.5.1 考察 由 方 阵 4 一 (ai )x" 定 义 的 线性 算 子 A:C"~>~C": 
Ar=Ar, YrEC. 
由 于 
(Ar,y) = (Ar,y) = (Ar)Ty = zTATy, 
(zyAy) = (z)TAy = zTAy, 
故 
(Ar,y) = (xz,Ay) © AT=A, 
即 线性 算 子 A 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 其 对 应 的 矩阵 4 EIERE K FE 
的 矩阵 称 为 HermiteQ 矩阵 ( 实 Hermite 和 矩阵 就 是 实 对 称 阵 ). 
例 6. 5.2， 设 积分 算 子 T:L Ca bD Ca, bD A 
Co = Kozcods， 


则 


=f zff KG,s IDa |ds 


= fzo[f KT, ydi |ds, 


GQ, Ty= (zoo), Kayas) = frof Key as]a 


a 


= [zo[ KsDyCDd |as, 


故人 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 是 :K(t,s) 二 Ks,). 

例 6.5.3 iH ÆA Hilbert 空间 ,M 是 它 的 一 个 闭 子 空间 , 则 由 H PM 的 
正 交 投影 算 子 Px 是 自 伴 算 子 . 

证 ”由 例 5.1.5,Pw 有 界 ; 由 正 交 分 解 定 理 , V z,y€ H, i M 有 唯一 的 分 解 

Z= zz, y=y +y, Toryo € M, zim LM, 
其 中 zo 二 Puz ,yo 二 Puy. 由 于 
(Paz ,y)= (zosyo + yi) = (zmosyo) 
= (zo + zi>yo) = (z, Puy), 

故 Pu 是 自 伴 算 子 . 


2. 自 伴 算 子 的 谱 结构 
4 H EARE Hilbert 空间 时 , 自 伴 算 子 A 所 对 应 的 矩阵 4 是 Hermite $E 


O 埃 尔 米 特 (1822 一 1901 年 ), 法 国 数学 家 . 
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阵 , 由 线性 代数 理论 , Hermite 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 . 对 一 般 的 复 Hilbert 空间 
互 上 的 自 伴 算 子 ,我 们 也 有 这 一 结论 . 

定理 6.5.2 i H ÆA Hilbert 空间 ,TE B(H) 是 自 伴 算 子 , 则 

rD = | TI. 

证 由 

ITI=1T. TI< ITIITI = ITI? = sel Te |° 
= up (Tx, Ta) = Syp, (z, TZ) 
< sup, lzllTzl= up, 1 Tzl = ITI, 
得 1T2?1 一 外 工 上 ,进而 有 
1721= ITI”, 
再 由 谱 半径 公式 (定理 6. 1. 3), 有 
r,CT) = lim} T” |# = ITN. 

定理 6.5.3 设 工 是 复 Hilbert 空间 H KHARAT, WAF 工 的 所 有 特征 
值 都 是 实数 , 且 T 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 . 

证 设 人 是 IT 的 一 个 特征 值 ,z 夫 0 为 对 应 的 特征 向 量 , 则 由 定理 6. 5. 1， 

(Tz,7) = (Mr,7) =A | z ||? 

为 实数 , 故 4 为 实数 . 

设 y 了 4 是 TT 的 另 一 特征 值 ,y 取 0 为 对 应 的 特征 向 量 , 则 

A(z,y) = (x,y) = (Tr,y) 一 (zyTy) = (z,uy) = u(z,y>, 

故 (z,y)? 一 0. 证 毕 . 

定理 6.5.4 设 工 是 复 Hilbert 空间 厅 上 的 自 伴 算 子 , 则 本 的 谱 

DCR, 
若 记 
m= n (Tz,zy, M= (up To)» 

则 [m,M]J 是 包含 (DHEA, H m, MET). 

注 由 定理 6. 5. 2 与 定理 6. 5.4, 有 

ITI = max {|m |, |M |) 一 up (l 〈《Tz,z) |). 

定理 6.5.5 TÆN Hilbert 空间 厅 上 的 自 伴 算 子 , 则 本 没有 剩余 谱 . 

证 反 证 . 设 o,(T) 关 多, 任 取 XEo,(T), 由 o DHE Ti Bj WT Ti 
存在 ,但 其 定义 域 NDE H 中 不 稠密 . 由 定理 4.5.3, TC(H)+ 关 {0), 故 3]yE 
五 ,天 0, 使 得 对 wzE 互 ,有 

(Tiz,y) = 0. 
因为 工 是 自 伴 算 子 ,) 是 实数 ,所 以 对 YzE 互 ,都 有 
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《zy,Tiyo) 一 (Thz,m) 王 0. 
由 工 的 任意 性 , 便 有 Tiyo =0. 因为 mw 天 0, 故 可 推 得 是 工 的 特征 值 ,这 与 假设 
Eo (DFA A o,(T) 只 能 是 空 集 . 证 毕 . 


习题 6.5 


1. 设 算 子 T:L2([0,1]) 一 L*([0,1]) 定 义 为 
(Tz)(D = a0), 

证 明 : 人 是 自 伴 算 子 . 

2. 设 算 子 T. —É 定义 为 

Tr = (Ain sdz), Vr= (asa) € P, 

其 中 X= Oh ,ha ,…) 是 给 定 的 一 有 界 实 数列 . 证 明 : 丁 是 自 伴 算 子 , 且 js (" 一 1,2,…) 是 工 的 特 
征 值 . 

3. 设 H HM Hilbert 空间 ,TE B(H) 为 非 零 的 紧 自 伴 算 子 ,证 明 :T 必 有 非 零 的 特征 值 . 


习题 答案 


习 题 1.1 


1. 由 于 
zEAUBNO & zEA 或 xzEBnCcC © z€AUB z€AUC 
S rz€E(AUB nG UO, 
# AU BNO=(AUBN AUO). 
2. 由 于 
z€ YAD S EYA S Va€ L z€A, 
S Vag€Iz€A @ reNA:, 
BOYAD = QA X HT 
z€ (QA: S z€@QA, S 3a€ 1 z€@A, 
S 3ea€1z€A @ z€UA; 
BAD = UA:. 
3. 由 于 
(Cry) € (Ai X B) N (A: X B) © (zy) EAXB (z=,y) € A; X B: 
S z€A NA» y€ B NB 
S (zy) € (A, N A:) X (B. N B), 
HCA: X B.) (1(A: X B) =(A, YA: X (B, (1B:). 
4. 必要 性 : YzEA,yEB, 由 (z,y)EAXB=BXA, 知 zEB,yEA, 从 而 有 A=B. 
充分 性 : 若 A=B MVA AXB=BXA. 


习题 1.2 
L Yz€ (f>a) H 
Kad>a>a-}, Vk€N, 
ze Å [r> + ATASA] [r> a+) 
Vae ñ {>a} VLEN EE >a $ Ero iA 
fG) >a, 
#ñ >a —+)Cu>a. aza [r> +). 
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2. 由 于 
zef AUB) © fG)€AUB ë /CO) € A s fG) € B 
€ zE 广 (4) RE fB) 
€ zE f'(A) U f''(B), 
故 有 
f GA U B) = f (A) U f '(B). 
3. VEA, HF fE fA AA rE f TOUA Am AC f 1 (f(A)). 又 对 映射 
f(z)= 二 ,区 间 A=[0,1], 有 
fA = [0,1], FA = f !([0,1J) = [—1,1] = [o,1J, 
故 等 号 关系 不 一 定 成 立 . 
4. B f) = f(z| ) , W| 
m = g[fGa)] = gLfGa)] = z+ 
故 f 是 单身 
YyEX, 令 zf(y), 则 
g(z) = gif] = y, 
故 g AMN. 


习题 1.3 


1. 由 于 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 , 故 R 上 的 有 理 点 集 Q" 是 有 限 个 可 数 集 的 直 积 ,从 而 由 定理 
1. 3. 4,Q" 是 可 数 集 . 

2. 设 z 为 单调 函数 /(z)( 不 妨 设 为 单 增 ) 的 间断 点 , 则 z 只 能 为 /(z) 的 跳跃 间断 点 , 故 
每 一 个 间断 点 z 都 对 应 一 个 开 区 间 

(fm 一 0)， fz +0)), 
其 中 f(zo 一 0) ,f(zo 十 0) 分 别 为 f(x) 在 xo 处 的 左右 极限 . 由 于 fF(z) 单 调 , 所 以 这 样 的 区 间 
互 不 相交 ,再 由 例 1. 3. 4, 这 些 区 间 至 多 可 数 , 故 f(z) 的 间断 点 也 至 多 可 数 . . 

3. 因为 B 为 可 数 集 , 故 B\A 为 至 多 可 数 集 . 因为 A 为 无 限 集 , 故 由 定理 1. 3. 2,A 有 可 数 
FRA. 由 于 Ao UCB\A) 为 可 数 集 , 故 存在 AoU(B\A) 到 Aç 的 一 个 一 一 对 应 工 在 A\4。 上 
定义 Tz=z, 则 了 是 

A U B = A U (BA)= ((A\Mo) U Ao) U (B\A) = (AW) U (A U (B\A)) 
到 
A = (A\A) UA 
的 一 一 对 应 , 故 AUB~A. 
4. 由 于 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 ,Q“ 为 无 限 集 , 故 由 上 题 ， 
Q~QUQ=R, 
即 无 理 数 集 Q 的 基数 为 <. 


习题 14 


1. HF z, +y, <sup[z,) +sup(y.) ,#& 


+ 190 + 习题 答案 


sup(=, + y.) < sup(z,) + sup{ ya}; 
由 于 z, + y,ZinÍ(z,) +'inf(y,) 8k 
inf{ z, + y.) > inf(z,) + inff ya). 
"4 n= (CD y =D" 时 ， 
sup(z, + yn} = inf(z, + yn} = 0, 
sup{zo} +sup(y,) = 2, inf(z,) +inf(y,) =—2, 
故 等 号 一 定 不 成 立 . 
2. {zt,} 有 上 界 , 故 由 确 界 存在 定理 ,{z,) 有 上 确 界 M. Ye>0, 应 了 NEN, 使 得 
zw > M 一 e， 
否则 YnEN, 都 有 zx, 过 Me, 这 与 M 是 {zo} 的 上 确 界 矛 盾 . 此 时 ,只 要 n>N EER n) EA 
增 的 ,就 有 
| z, —M |= M- z, <M— IN < 
故 limz, =M=sup( z»). 
3，VYe>0( 不 妨 设 <1), 3} m>n, HE 
lan —an |< ji <e 


只 需 n>— lge. 取 N=[—lge] +1,04 m, n>N Jš BIH |a, — an | <e,#&(a,) J: Cauchy 列 . 
4. Xj e=1, V zo € [a,b], h f fE zo AEREE, IAC) D0, RE |>—zo |<6(zo) RA 
| fG) — fGa) |< 1. 
让 zo Bü8[a,b],WJ 
{Cto — Ə(zo) zo + Ə(zo)) zo € [a,b]) 
就 是 [a, 纪 的 一 个 开 驯 盖 , 而 由 有 限 覆 盖 定理 , 它 必 有 有 限 子 覆 盖 
(Ga — (n), + om)) ,k= 1,2,---,n). 
取 
M= max | f(a) |+1, 
MY z€ [a,b], 3k,1<kS<Cn,fËlB z€ (z —0(a) ,zm 十 6(z)), 从 而 有 
| fŒ ISI f H fG) fa) [<| fGa) I+1< M, 
#k f(z)f#E[a,b] EAR . 


习题 1.5 
1. 了 (zx) 在 (一 oo,50) 上 有 界 , 故 存在 M>0, 使 得 
I f (2) I< M. 
V z, € (—20,00) , i Lagrange 中 值 定理 ,有 
| fG)— fan) EI fO ll z—zZ IS M|z—x' |, 
故 Ye>0, 取 6= 商 >0, 只 要 |z 一 z |<6, 就 有 
| fG) fa) |< e, 
故 f(z) 在 (一 oo,oo) 上 一 致 连续 . 
2. 令 f(0)=1, 则 f 在 [0,2xJ 上 连续 ,从 而 由 一 致 连续 定理 ,了 在 [0,2x] 上 一 致 连续 ,特别 
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地 ,了 在 (0,2x) 上 一 致 连续 . 
3. 令 /二 ne" ,车 { 太 } 在 [0,1] 上 一 致 收敛, 则 其 极限 函数 了 应 在 [0,1] 上 连续 . 但 由 于 
> 0, 0 和 z<<1， 
f= limf, = 
~ œ, z=1 
在 [0,1] 上 不 连续 , 故 函 数列 {fnz'} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 - 
4. 由 于 ler Snr iki 


š 
IFz < 


BI V >0, N=; Wi n>N Pl, 


vi- 


1 
| FAF |< <e 
RAA (qyp } 在 [0,1] 上 一 致 收敛 到 0. 由 定理 1. 5.3, 有 


A z — [8 = =P 2 
limf, ppt = f, im TF = fode = 0. 


习题 1.6 


1. 设 
G= Go 
其 中 G(k 一 1,2,…m) 为 开 集 , 则 YzEG, 有 zEG(k 一 1,2,…,m). H G 开 , 知 3 人 >0, 使 得 
(z—à ,z+à)CG, BUR 
8= min (à), 
ste<n 
则 有 
G-t CÑ G. = G, 

从 而 有 之 为 G 的 内 点 , 故 G 为 开 集 . 

对 R 中 的 开 集 列 { (0,1 十 二 ) } ,注意 到 


ñ (01+4)= 017 


不 是 R 中 的 开 集 , 故 无 限 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 . 
2. 不 一 定 . 例如 常 函数 0 在 (一 oo,co) 上 连续 ,Dirichlet 函数 


Da) = I =0, ae 


但 D(z) 在 (一 2o,co) 上 点 点 间断 ,不 是 几乎 处 处 连续 的 . 
3. 设 ro EQ W D(zo)=0. Ye>0, 取 N=[e J] 十 1, 则 由 N 的 有 限 性 , 知 36>0, 使 得 对 
(zo 一 6,To 十 人 ) 中 的 所 有 有 理 数 9/p(p,q 互 质 ), 均 有 p>-N. 此 时 , YzE(zm 一 5,zm 十 人 ,有 


| DG) — Dæ) |=| DG) |< $ <e 
Ë D(z) 在 zo 处 连续 . 由 的 任意 性 , 知 D(z) 在 所 有 无 理 点 处 均 连续 ,从 而 在 (一 covco) 上 几 
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乎 处 处 连续 . 

4. 因为 f 在 (a,6) 上 可 导 , 故 有 
/(z+1.)— fa) 
一 -一 一 


fœ = lim 
n 
由 于 可 测 函 数 的 和 、 差 、 数 乘 仍 是 可 测 函 数 ,可 测 函数 列 的 极限 仍 是 可 测 函数 , 故 三 在 (a,b) 上 可 
W. 


习题 1.7 


1. 取 
_11， f®>0 

gG = 人 fa) <o, 
则 g 是 EE 上 的 有 界 可 测 函 数 , 故 由 题 设 ,有 

[wand = | | yao 1dr=0, 
故 由 唯一 性 定理 , f(z) 二 0,a.e. + E. 

2. 不 妨 设 {f,) 是 玉 上 单 增 的 可 测 函 数列 , 令 
g = f.— fis 
则 {8,) 是 EE 上 非 负 递增 的 可 测 函 数列 , 且 
limg, = limf. — fi. 
故 由 Levi 单 调 收敛 定理 ,有 
limf g. (Ddr = |, limg, (Ddz, 


limf AD- A Ddr = | limfo — fi Jde, 
再 由 有 EL(E), 得 


limf fdr = | limf. (odz. 
3. 令 
F(z) = max(1, f(D)), 
W FEL([o,1]), 且 
3 L fG)<1,_ 
TIRIS l, gasy T 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 及 f>0,a. e. ,就 有 
L. P: oak NW t ë 
1im fi apar = [ im ft dr = limf’ ld = 1. 
4. 由 于 
le> <1, 
1EL([0,1]) , 故 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,得 


加 | e= az = [| ime de = [oas =o. 


习题 答案 * 193 + 


1. 考察 函数 
由 于 


故 * 是 [0,ce) 上 的 单调 增加 函数 . Yz,yEC, 由 于 
1z+y| 和 1zl+lyl， 
故 有 
|z 十 ?| Iz |+! y! a! Iyl lzi Iyl 


IT|z+y] I+ zlty  1tlzlt yl Itz yl Sitel yT 


2. 由 Hölder 不 等 式 ， 
(È la <> la "Dr = > laii 


3. V f€ Lt ([a,b]), WJ f? ELCCa,b]). 由 
IfI<1+f, 
知 | fle L([a,6]) AT ELC b) k L ([a,by])CL([a,b]). 
4. 由 Halder 不 等 式 ,有 


i= (| id) = (| 党 ci) <h eoal ea 


° 


习题 2.1 
1. 由 三 角 不 等 式 ,有 

d(z,y) < d(z,z) +dlzsw) + dG, y), 
移 项 ,得 

d(z,y) —d(z,w) 入 dzz) 十 dv) 
同 理 

dlz,w) — d(z,y) < dlz,z) +d(y,w), 
合 之 ,得 


| d(z,y) —d(z,xo) |< d(z,z) + d(y,u). 
2. EX. d. (z,y)>0, B 
ds Gy) = sup | a — x |=0 © ==yx k€N @ 工 一 
故 非 负 性 成 立 ;又 do (z, y) =d.- (y,z), 故 对 称 性 成 立 ; Y x,y,zE 下 ,由 习题 1.4 中 第 1 题 ,有 
d< (z,y)= sup | z —x |< up| z — za |H] #—x 1) 
< sup la-a l+ sup | za — x |= d. (z,z) + d, (z, y), 
故 三 角 不 等 式 也 成 立 ,从 而 有 ( 广 ,d- ) 为 距离 空间 . 
3. 由 定义 ,d(z,y) 二 0, 且 dla, y) == y A EMERE: N d(z,y) 一 d(y,z), 故 对 称 
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性 成 立 ; Yzyy,zEX, 若 == y, W| 
d(z,y) = 0 < d(z,z) +d(z,y), 
而 当 zy Bl, z, y 中 必 有 一 异 于 z, 故 有 
d(z,y) = 1 S d(z,z) +d(z,y), 
故 三 角 不 等 式 也 成 立 ,从 而 有 (X,d) 为 距离 空间 . 
4. Y= smr) EP, 则 
> |x |? <o, 
€ 
ATIA lim |z | =0,8@& 3 NEN, E >N Ja, fi |z | <1. 此 时 ,由 于 


Im l <| x l”, 
故 由 比较 判别 法 , 知 了 | z, |° < °° ATIA z € P, Bl PCF XUR 
四 M= max{| z |x" | zn 1,1}, 
MV € N,# lal SMA PC”. 由 户 的 任意 性 , 知 rr. 
习题 2.2 


1. V z€ (ANB), 3r>0,188 
B,G)CAñ BCA, 
从 而 有 z€ A° ,类 似 地 ,ZE B° A z€ A° (|P. X. V z€ A|, H z€ A° M In >0,1848 


B, (2) CA; 
H z€ P, 3 r>0, 414 
B,, (z) C B. 
取 r=minin sr) RA 
B,Gz) CAN B, 


即 xE(A 门 B)". REIR, ANB =A NB. 

2. 设 zxEA', 则 Yr>0, 总 有 

B,(z) N (A\{z)) Z Ø, 
从 而 由 ACB, 44 
B,(z) N (BN(z)) D B, 2) N Ah + Ø, 

由 此 可 见 z€ B',ACE. 

3. 设 A 是 X 中 的 任 一 子 集 , 则 YzEA, 由 

Ba(a) = (z) CA 
知 z 是 A 的 内 点 , 故 A 是 开 集 ;由 于 A: 是 X 的 一 个 子 集 , 故 Ar 也 是 开 集 , 从 而 由 开 集 与 闭 集 的 
对 偶 性 , 知 
A= (ho 

是 闭 集 . 

4. 由 于 

RG=FNG 
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是 两 个 闭 集 的 交 , 故 是 闭 集 ; 
AF=GN F 
是 两 个 开 集 的 交 , 故 是 开 集 . 


习题 2.3 


1. d(z,4) 取 值 为 实数 , 故 是 X 上 的 泛 函 ;又 由 定理 2. 2. 4, Yz,yEX, 有 
|d(z,A) —d(y,A) |< d(z,y), 

故 Ye>0, 取 6 一 e, 则 当 d(z,y)<3 时 ,就 有 |d(z,A) 一 d(y,A)1<e, 故 d(z,A) 是 X 上 的 一 个 
连续 泛 函 . 

2. 令 

f(z) = dlx, Fi) —d(z, Fa), 
MJ f X 上 的 连续 泛 函 . 令 
G = (z; f(z) < 0) = f [C— <o,0)], 
G, = (=, f(x) > 0) = f [(0,oo)), 
则 由 定理 2. 3. 4,G, ,G; 是 X 中 的 两 个 互 不 相交 的 开 集 . V z€ F, ,由 于 F Fe 是 互 不 相交 的 闭 
集 , 故 有 d(z,F:)>>0, 否 则 由 d(z,F:) 一 0 可 推出 
r€ Fy= Fe 
与 F, F+ 互 不 相交 矛盾 , 故 
f(z) = d(z,F,) — dlx, F:) =—d(z,F:) < 0, 

从 而 有 FCG. 同 理 可 证 ,F; CG. 

3. 因为 A,B 是 X 中 的 两 个 互 不 相交 的 闭 集 , 故 

d(z,A) +d(z,B) > 0, 
WJ 3 z € X, 4848 d(zo ,A)=d(zo,B)=0,W zo 分 别 是 A M B HRA MATA 
zo EANB=ANB, 

这 与 A 和 B 互 不 相交 矛盾 . 令 


ad(z,A) 
SD = IA tda, D’ 


则 f k X 上 的 一 个 连续 泛 函 , 且 当 z€ A BF, f(z)=0; 4 z€ BB, f(z)=1. 
4. Vy€ f), 3z€ A,f0848 y= fGz). 由 于 zEA, 故 3{z,)CA, 使 得 一 z. 由 了 的 连 
续 性 , 知 
fz.) > fGe) = y, 
注意 到 {f(z,)}Cf(A), 就 有 yE CA), 所 以 f(DCFAD. 


习题 2.4 


1. 必要 性 : 设 A 为 X PHAR, YEA, 3 {zx}CA, 使 得 z, 一 z, 故 工 的 任 一 邻 域 内 都 
有 A 中 的 点 ,z 不 可 能 是 A“ 的 内 点 . 
充分 性 : 设 A 中 无 内 点 , 则 YzEX, 由 于 工 不 是 4* 的 内 点 , 故 Yr>>0, 总 有 
B2) Q Az Ø, 
从 而 有 z€ A,A 为 X 中 的 稠 集 . 
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2. 由 A 在 X 中 稠密 , 知 A=X. V y€ fX), JEX AEH y= fGz). HT A=X,#k 3 r) 

CA, 使 得 mm 一 z. 由 了 了 的 连续 性 , 知 
f z,) — f) = y, 

EER, (ACARA y€ TA k /(X)CFCA),f(A) 在 f(X) 中 稠密 

3. 必要 性 : 设 X 可 分 , 则 XATAR A— {a ,zs，…). 若 X 为 不 可 数 集 , 则 A 天 X, 故 有 
z€ XA, H 

B.s(za) Q A= (z) Q A= g, 

这 与 A 在 X 中 稠密 矛盾 , 故 X 是 可 数 集 . 

充分 性 : 设 X 为 可 数 集 , 则 X= (z ,zz,…}, 故 X 自 身 就 是 X 的 一 个 可 数 稠 集 , 从 而 有 X 
可 分 。 

4. h XTA aC la cz，…}CX, 使 得 CX. VRENA 

DB DA, 


否则 3aEA, 使 得 da OSF k 55 C # X HAET. 9 


G= [ce cide,A) < 1), 
则 C 为 至 多 可 数 集 , 不 妨 记 C, = (ca ,ce ，…)}. Y cm €G Jan € A,4848 
dlan scn) < +. 
令 B={aw :pn=1,2…" 小 则 卫 至 多 可 数 , 且 BCA. 
VzEA, Jom, EC 使 得 dG, 2) <L. 此 时 ,有 


dlan, +z) S dlam, rem) Fd a < T HE =o eoo), 


k 
# ACB. 
习题 2.5 
1. 因为 {z,) 为 中 的 Cauchy 列 , 故 Ye>0, 3 N, € N, #ë í m,n2>N, 时 ,有 
dlani za) < +: 
X (z, ROI LEX, N, € N,fË 4 n>>N: 时 ,有 
dG, 2) < +- 
取 N=max( Ni, N:) W% n>N BA 
d(zoz) S dln r En, ) +d(z, 32) < e, 
故 {z} 也 收敛 到 z. 
2. Bir” JE , d. ) 中 的 Cauchy 列 ， 
z = (aP pa pe), 
则 Ye>0, I NEN, 使 当 m,n>N 时 ,有 
de Ga ,70) <e 
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固定 ii 一 1,2,…), 有 < 
= I< maxi | I —zË |} = do Ge? ,2m) <e, 
#k (=Í ) 28 R 中 的 Cauchy 列 ,再 由 RR 的 完备 性 , 知 3 z? ER, 使 得 


lima = zf G= 1,2,-). 
e 


令 
z = (aP aP e), 
则 令 mo, 
|z —z |< e, 
由 此 可 得 


do G, z) = max | z” — a |< e, 
从 而 有 1—1. Ja, i z EM ik I M>0, fmax] z | <M, ATA 
max | zf” |< max | z” — zf? [max | zf |<e+M, 
OEP d. ERR . 
3. W zb = (aP pe aP pee) E cor T= (m, Eat) € °, B 54 k—=coBf, A z —=, M 
Ye>0, 3KEN, 使 得 


d. (zt ,7) = max | 1P — z, |< +. 
mE 2 


H a% € co Allimi =0,4 3 N€ N,fË 5 n>N JA H | 20 |<. eBt, tB 


| = |<] = —#° |+| aP |<e 
知 
lima 一 0， 
从 而 有 zE cosco 是 完备 距离 空间 亚 中 的 闭 集 . 故 由 定理 2. 5. 2,a 是 广 的 完备 子 空间 . 
t 设 zo 一 (1 二 二 0),z=(1 二 六), 则 有 zemEM, 且 
dG, = suə[o.——0 i a |= aT =o. 
由 于 z€ M,#& M 不 完备 , 它 的 完备 化 空间 是 


Co = [(( mrt ze sss): limz, = 0). 


习题 2.6 


1. Q Ë R 中 的 稠 集 , 但 它 的 余 集 Q* 有 式 
(GD)"= 取 =R 天 人 
成 立 ,不 满足 疏 集 的 定义 , 故 稠 集 的 余 集 不 一 定 是 收集 . 
2. 设 ([0,1]) 中 的 非 负 函数 的 全 体 为 A, 下 证 A 是 一 个 闭 集 且 无 内 点 ,此 时 由 
Qy = A° = g, 
即 可 证 得 A 是 L*([0,1]) 中 的 一 个 疏 集 . 
设 wEA', 则 3 {w}CA, 使 得 wu 由 于 ww 二 0, 故 
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u= limu, 22 0, 
从 而 有 xEA,A H L’ ([a,b]J) 698138; 
V<€A,+ 


位 t€ E, 
0, :€E, 


则 由 
| ua 一 112Tom <l u—1 |’ € L([o,1J 
及 Lebesgue 控制 收敛 定理 ,就 有 


" Ë 1 z 1 
limdj m1) = limf’ GO 一 Ko |de= limf’ | uD — 1 |*lieaadr 


N 
= f} | u — 11 limlowad = 0, 


故 u,—u E u, EA Ru 不 可 能 是 A HAAA =D. 

3. 由 于 在 自然 数 集 N 中 ， 

B.s(n) = (n) C N, 
#k n J N 中 的 内 点 ,从 而 有 
TnP = {n} = (n) + Ø, 

即 在 N 中 单 点 集 {zj} 不 是 疏 集 ,由 于 只 有 一 个 点 ,也 不 可 能 是 第 一 纲 集 , 从 而 只 能 是 第 二 纲 集 . 

4. 因为 R 为 完备 距离 空间 ,[a, 妇 是 R 的 闭 子 集 , 从 而 是 R 的 完备 子 空 间 , 故 由 Baire 纲 定 
理 , 知 [a, 包 为 第 二 纲 集 , 从 而 不 可 能 为 可 数 集 , 否 则 由 


[aj] = (ara) =Ü (a) 
A[a,b)iht00 ROS BUR ICa 0235 —dk. F . 
习题 2.7 


1. 以 n=2 为 例 加 以 证 明 . 设 A 是 R* 中 的 有 界 集 , 则 VY {(z,,y,)}CA,{z,),{y,) 均 为 R 
中 的 有 界 点 列 . 由 实数 集 的 列 紧 性 定理 ,存在 {zx,) 的 子 列 {z。 R zER, 使 得 
Ty >z (一 co)5 
同 理 ,对 有 界 数列 (y。) FELETI on, MB yER, 合 得 
x >y Go), 
故 {(z,,y,)} 有 子 列 
Cn, ,mw ) > Go) € R, 
A 为 列 紧 集 . 
2. 由 d(A,B)=inffd(z,y):zEA,yEB}, 知 YaEN, 导 mmEA,yEB, 使 得 
dz) < dhA,B) 二 二， 


否则 3 NEN, 使 对 HzEA,yE B, 有 
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d(z,y) > d(A,B) ++ d(A,B) > d(A,B) +4 


FA. HT A RAR.M Iz ARAFA dn, ) ,使 得 =, —z EAH B 是 紧 集 , 知 {y。, } 也 有 
收敛 子 列 ,不 妨 设 为 {zw } 本 身 , 使 得 y, —x € B. 由 于 


1 
A,B) < dlan yr) S (A.B HE, 


& k—=co, Mpi d(A,B)=d(zo ,yo). 
3. 必要 性 : 设 ANB= 名 ,车 d(A,B)=0, 0h LE, Iz EA, y € B, 148 
d(x,y) = d(A,B) = 0, 
ATA ze = y EANB, R5 ANB=ØF M ,#& d(A,B)>0. 
充分 性 :车 ANB 关 名 , 则 zx。EANB, 使 得 
d(A,B) < d(ze,za) = 0, 
这 与 d(4,B)>0 矛 盾 , 故 ADB 2. 
4. Blz} A X Ph Cauchy 3), h X R, X ARAFA za, } ,再 由 习题 2. 5 中 第 1 题 , 知 
(an 3k hb k 9k A X JSE s E 25 fE) . 


习题 2.8 


1. 在 [1, 十 cc) 上 有 


故 工 是 压缩 映射 . 令 Tz=z, 得 z 一 十 /2, 故 T 在 [1, 十 cc) 上 有 唯一 的 不 动 点 z 一 V2. 
2. 令 


TOW = $sinz() 十 PCD， 
则 Yz'yEC([0,1]), 由 


= 5S = S TE 
do (Te, Ty)= max, | (Te) (Ty)(O) | 3 max, | sinz() siny() | 


< max 20-0] = az, 
知 T 为 完备 距离 空间 C([0,1]) 上 的 压缩 映射 , 故 由 压缩 映射 原理 ,了 在 C([0,1]) 中 有 唯一 的 
不 动 点 , 即 原 方程 在 [0,1] 上 存在 唯一 的 连续 解 . 
3. 令 
gG) = 2 +4z—2, 
则 g 单 增 , 且 
gO =—2,g(D) =3, 
故 方程 有 唯一 根 且 根 在 [0,1] 内 . + 
== 


f(D = 
由 于 在 [0,1J 上 有 


1f91=|-3z|<3, 
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故 了 是 [0,1] 上 的 压缩 映射 ,方程 的 根 就 是 f 的 不 动 点 . 
取 z =0. 5, 作 选 代 序列 Tari = f (1n) WA 
zx1 =0.4688, zx: 一 0.4742， za 一 0.4733， z, = 0.4735, 
若 取 近似 解 为 x, 一 0. 4735, 其 误差 


. |< (0.753. AA 
| 0.4735— x° |< Io 5 | 0. 4735 — 0. 5 |= 0. 0335. 
4. ELH T:C Ca, D>CCa, EDH 
TW = fO +2 KG, Dads, 
MY z,y€ CC[a,5D) A 


TDO TDO =la | [Kezd f Kedy as] 
; 
<la |f. 1 Ke9 lzy% | a| 


<la | M| 


f! max 19-30 | as| 


s€ [a,b] 
=| à | Ma—a)do (z,y), 
其 中 M 为 K(z,s) 在 [a,6]X[a,b] 上 的 最 大 值 ,下 面 用 归纳 法 来 证 明 


| (TDW — TWD |<1 2 Mr 生产 二 cy) 
设 当 "一 上 时 不 等 式 成 立 , 则 当 "一 上 十 1 时 ， 
ITHO THO [=A |SK Tds KY TN ds 
<Ia | MÜ 1 Cay -TY | ds 
<ia imh | SEsd (ey) 
区 《一 G)eH 
=la in GZR day), 
故 该 不 等 式 对 一 切 自然 数 成 立 . 此 时 ,由 于 
d< Cr, T'Y) = may | (P2) — (T'Y) |<] à "M" — eo, 


Blimlalem" ZA 一 0, 故 当 ， 充 分 大 时 , 必 有 


fo 6= a)" 
AM < 1, 


此 时 ,T" 为 C([a, 妇 ) 上 的 压缩 映射 , 故 由 定理 2. 8. 2, 对 任意 参数 4, 方程 都 有 唯一 解 z-E 
CC[a,5]). 
3 题 3.1 


1. 设 线性 空间 X 有 两 个 零 元 素 0, h , 则 由 零 元 素 的 性 质 ,有 
0 = 0 +6 = 6. 
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2. Wk r=» 
lim(z, et 


e) Y= A ye 
limz, + limy, 


JEa, 则 由 


一 0， limar, = a limz, = 0, 


知 z+>Eam ER 对 加 法 与 数 乘 运算 封闭 ° 中 的 夫 元 素 为 
8 一 (0,0… 


工 的 负 元 素 为 


-r= Cn, m 


)， 


B co 中 的 加 法 与 数 乘 运算 满足 线性 运算 的 8 条 运算 规律 , 故 co 是 线性 空间 . 
3. 设 zyE QM., 则 Ya€E1,z,y€E M,. HFM, 是 X 的 线性 子 空间 , 故 Ya,bE K, 必 有 


az-+by€ M, ,再 由 a 的 任意 性 ,得 


az +y € QM.» 
# DM. 对 X 上 的 线性 运算 封闭, QM. 是 X 的 线性 子 空间 


4. YnEN, 令 
artartar 
得 a1=as= 二 … 二 a, 二 0, 故 


+- +a," =0, 


人 (lz C L’ ([a,b]) 
是 线性 无 关 的 .再 由 的 任意 性 , 知 L*《([a,5]) 是 无 限 维 的 . 


习 题 3.2 


1. 正定 性 :显然 , | / | 0, 且 
lfl=0 © IfF+I fE 
绝对 齐 次 性 : V JE C ([a,b]),a€ K, 


lafl = [Ë aa tat Dar]? = 
三 角 不 等 式 : VfgEC Ca dD A 
lf+el:=f /f+el tf +Z D 


< drp+217lgltle 


=1flt+ zl: +o) a f 


=0 @ f=f=0 © f=0; 
aI [Pa £ + Da] lali sis 


dr 
+ f lt+21 f le I+] g ldr 


gi+ f ig Ddr 


< I/l:+ lz: +f! AFEFE Ter re Td 


< +el taf rt Daft [Pa z +i Z Da] 


=I fl*+ lzgl?+2l fl 


#k I + | C Ca bD E 698838. 


gl = Afl + lel)’, 


2. AEZH: EHR, || z= | >0,H || z || =0d4(2,0)=01=0; 


绝对 齐 次 性 : YzEX,aEK, 由 相似 性 ,得 
llar || = dlar ,0) 


=ad(z,0) =] a| | zl; 
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三 角 不 等 式 : Yz,yEX, 由 平移 不 变性 ,得 
||z=+ y || = d(z+ y,0) < d(iz+ yy) +d(y,0) 
=d(z,0)+d(y,0) = |z| + >l, 
故 (X, | ` Ú) 3988882508). 
3. 显然 ,4 满足 非 负 性 、 对 称 性 ,上 且 VYz,y,zEX, 若 z 一 ,有 
d(z,y) = 0 < d(z,z) +d(z,y)i 
车 x 关 y,z 与 +,y 之 一 相同 (不 妨 设 <==z), 则 有 
d(z,y) =1+ |z—yl| =0+1+ |z—yl = d(z,z)+d(z,y)s 
3⁄ ryz 与,y 均 不 相同 , 则 有 
d(z,y)=1+ zyl <1+ z-z + lz—yl 
<1+ lz—zl+l+ lz—yl = d(z,z)+d(z,y), 
故 d Jë X 上 的 一 个 距离 ,但 由 于 d(z,y)2 || z—y || , 故 d 不 是 由 范 数 诱导 的 距离 . 
4. 由 三 角 不 等 式 , 有 


>= 
k=1 
再 由 Y) z 的 收 伍 性 和 范 数 的 连续 性 , 令 nooti 
pr 
kal 


3 题 33 


< 1al， 


<> l=l. 


1. 由 于 {zs) 是 六 中 的 Cauchy 列 , 故 对 es=1,3NEN, 使 当 mvn>N 时 ,有 
lazai <1. 
取 mm=N 十 1, 则 当 ">>N 时 ,有 
lali < 让 zx. 一 zw | + izva | <1+ zs Ú+ 
取 
M=(l =l, Í zw |, 1+ Í zsa |), 
WV n€ N,# || z, | SM, ir AR. 
2. Bhan) CCCa, b) tP f) Cauchy 列 , 则 Ye>0,3 NEN, 使 当 n,m>N 时 ,有 
|| =. —=, || = max|z C£) — m Ct) | < =. 
t€[a,b] 
固定 ¿o B 
EORR lz. — x. || <=, 
Aan C) R PAY Cauchy 列 , 故 有 极限 10). 在 上 式 中 令 m->oo, 得 
ERORE OETA 
从 而 有 
lz. —=l = max |= G) rO |< e, 
故 二 zx. 又 由 于 {zo} 一 致 收敛 到 zx. Bi H — Sk GESE,z(O fE[a, b] E — 3 E St, JA if 
z(0€CC([a,5]),8&(C([a,5]) ,qd ) 是 完备 的 . 
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3. Bra) E: CCR) 中 的 Cauchy 列 , 则 Ye>0, 3 NEN, 使 当 m,n>N 后 ,有 
|z, — zn e= sup| G) — za (D | < =. 
此 时 ,给 定 :, 有 
| 2a O — Zn C) | < supl za C) — Tn (D | < e, 
故 {z(D)} 是 及 中 的 一 个 Cauchy 列 , 由 RR 的 完备 性 , 知 习 zx(7) ,使 得 
mb — x(t). 
令 m>co, 有 
|z) —z(0 |< e, 
再 由 上 的 任意 性 ,得 
l| z =z o= supl 30 =z |< e, 
Blr) BAAR z. 下 证 z€ C, (RD. 
YtER, 3aER, 使 得 1:E[ 一 a,a]. 由 {zx} 的 一 致 收 化 性 , 知 z 在 [一 aya] 上 一 致 连续 ,从 而 
在 :处 连续 ;再 由 上 的 任意 性 ,得 ECR). 由 于 
(Him zm ®© 一 0 
故 3T>0, 使 当 |z| >T, | an (O | <e, 此 时 , 必 有 
lz |< spp, IZO] < sup, |20 — ann O| + sgp, | zna O | < 2e, 
即 jz(D=0, 故 xECG(R),Co(R) 具 有 完备 性 . 


+ 设 S, = 六 a , 则 由 3) z Ka lS.) X PE) Cauchy 列 ,从 而 有 


lim || z, || = lim || Sa — S, | =o, 
æ m 
即 mv 一 0(rco). 


习 题 3.4 
1. 首先 , | ° 小 与 上 外。 是 CCa bD ERER, hF 
(fiola)? < (fia +oluo la)? <va(f uota), 
Bp || x |l. < l| u |l, </2 |l u h , 故 同等 价 范 数 定理 , | + ho35 1 + e. 


2. 令 
mn =1, w==, e, wam, 
则 {i vw,*…siumt1) 为 P,([a,b]) 上 的 一 个 基 , 故 P,([a,5]) 是 一 个 有 限 维 赋 范 空间 ,从 而 由 推 
WA P, Ca, bJ) Æ Banach 空间 . 


3. $ Y=span{z ,zz}, 则 YY 是 X 的 一 个 有 限 维 子 空间 . V z€ Y, i zi szt 线性 
无 关 , 知 存在 唯一 一 组 (hi sA An) EK ,使 得 
r= hm hm Az. 
令 


Izh= Pal, 
Bls || = h 220, 
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|z|]i=0 © à == =¿L=0 @ r=0, 
知 ‖| 。 小 满足 非 负 性 ;由 
leh lal= lel Š lal= lal lzh 

me AREKE an Haz Ht az yar hash zao h 

lz+yh= Satal< Ý lal+ SAIS zh+ yl 
知 上 REZARSR H | 由 是 Y 上 的 范 数 . BE hA BERE EE 
性 , 知 上 。 由 与。 中 等 价 , 即 3a,8>0, 使 得 

aD la l< | Żun |< ali. 
4. u€ P,([0,2]), 仿 上 题 可 以 证 明 
luh= Dlal 

是 已 ([0,2]) 上 的 一 个 范 数 ,而 .2 区 | u(z)| 也 是 P.([0,2]) 上 的 一 个 范 数 , 故 由 


dimP, ([0,2]) = n+1 
知 其 上 的 任意 两 个 范 数 均等 价 , 从 而 3 C0, 使 得 


max lu |<c.3llal, Vu= Jaz. 
= 


x€[0,2] k=0 
习题 4.1 
1. 由 内 积 对 第 一 变 元 的 线性 ,有 
(0,7) = (0 十 0,z) = (0,z) + (0,z) 一 2(0,z), 


故 (0,z) 二 0; 再 由 内 积 的 共 堪 对 称 性 ,又 有 
(z,0) = (0,7) = 0. 


2. 由 于 YzEX, 都 有 
(z—y,m 一 (zz) 一 (yoz) = 0, 
故 令 = 一 z 一 ,就 有 
lz- yll? = (z—yz—y =o, 
从 而 有 z= y. 


3. 对 第 一 变 元 的 线性 : Y x,y,zEL?([a,b]),a,BEK, 有 
(az +B, = [ [oz() + DI ADd = ECEE yc Dd 


= az.) +Ky,2); 
HNE: Y z,yEL?([a,b]), 有 


GD = [>o 204 = |! yz = Gy, 


正定 性 : V z€ L: (Cab) H 
OQ = [zo Da = Ë zold>o， 
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B(z,z)=0€z=0,a. e. H ° , * k Lt Ca bD EHAR. 
4. YnEN, 由 内 积 对 第 一 变 元 的 线性 ,有 


(六 az) = Dna. 
令 n ~, 由 内 积 的 连续 性 与 的 收敛 性 ,有 
(>: ziz) = >) (zm. 
二 名 
习 题 4.2 


1. 由 Helder 不 等 式 ,有 
| ana |< Dlaml< (Ša) (a)? 


< (ġa) (Q4)? = X. 
2. 必要 性 : 设 rr M noon, H 
llz l — izl i< lz 一 zl 一 0， 
| (zy) 一 (z?)| 一 | 一 zy 和 1z 一 zyl 一 0， 
lz. | — zl ,rz ys 
充分 性 ; 设 ‖ =. | — zl, (z. y)—(z,y), WS mco, A 
|z, —z |!= (z, — zz, — zx) = (zz) — (En s2) — (Tn) + (z, z) 
= lz. h? — (zz) — Gam + || z l: 
— liz ||: —(z,z) —(z,z) + |z: =o, 
故 zz. ; 
3. 由 平行 四 边 形 法 则 ， 
lz+yl:+ Iz—ylN2=2C4zl2:+ ya, 
故 
Nz—yl:=2Czl:+ lyi- Iz+yl: =4-4=0, 
x=y. 
4. YcE (a,b), 
—1, z€ [lac), 
1, z€ [cb], 
则 wwvE Bab] HEEREN || u i= sup luto) IFE 
jlu+əli+ lu— vli = 2+2 =8, 
2c luli + lol = 20? +1) = 4, 
两 者 不 相等 , 故 平行 四 边 形 法 则 不 成 立 ,有 界 函 数 空间 B([a,5]) 不 构成 内 积 空间 . 


习 题 4.3 
1. ZR || z+ay|| = || z—ay | 两边 平方 ,得 


u(t) = 1, vb 一 
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(z+ay,z+ay) = (z—ay,z—ay), 

故 原 式 等 价 于 

a(y,z) +a(z,y) = 0. 
# = y, 则 上 式 显然 成 立 ; 若 上 式 成 立 , 则 取 a 二 (zx,y) , 即 得 

az +āa = 2 | a ||? = 0, 
从 而 有 a= (z,y)=0,z__y. 

2. YrEC([ 一 1,1]), 令 
u= Z ze, v= Z0 ta D 


则 xEM,vE N, 且 z 一 x 十 w 下 证 这 种 表示 是 唯一 的 . 
设 另 有 以 EM,zE N, 使 得 z=w 十 , 则 由 uw 十 v=w +u ai 
u—u =v —vE MN N= (0), 
故 必 有 wu=w,v =v, 从 而 C([ 一 1,1])=M@ N. 
YuEM,vEN, 则 xnEM, 故 有 
G = [uywapa = o, 


于 是 M=N:. 


3. YzEBL,yEA, 则 由 ACB, 知 yXEB, 从 而 有 zy, 故 zEAL,BLCAL. 


4. 由 Holder 不 等 式 , 有 


Slaan lL (lea) I adl), 
£! 名 


= 


再 由 Bessel 不 等 式 , 得 


Draye)l< zl yl. 
€ 


3 题 4.4 


l. HF |e || =l el =-= l l =1,B 
(ee) = 0, í2j, 
故 {a ve) 是 中 的 一 个 标准 正 交 系 . X HT V z=(m.-, z.) EKA 
T= me ++ xe, 
故 {e ,…,e,} 是 K" 中 的 一 个 标准 正 交 基 . 
2. 在 实 严 ([ 一 xm) 中 ， 
v > s 
V2x Ja Ja (x (Jx 
是 一 个 标准 正 交 基 , 故 YfE L'([—x,=]), H 


(s2)- [eo a= 可 ias, 


(ež) f ro Sa = T| oss = Jaa, 
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(sm)= [o Sa 一 全 二 rosinud = Jz, 


及 Parseval 等 式 , 得 
|| 


= [$ + Da +b]. 


3. V z=u+io€ L ([—=,z]), IEH uv EX L? Crn D R 69 88%, W. u,v 可 按 三 角 函 数 
系 展开 为 Fourier 级 数 


u = E + D Gl coska sinte), 


v= SË + 3) GÍ cosk + HP sinko), 


fi 


从 而 有 


a= ut ivm Di + 六 [ap + iaf )eosk + (P + iM” sinke] 


£t 


oLa, Aap +y te L qp ai ee] 


ff 


= Pad. 
= 


又 由 于 VmwnEZsmzn, 有 
e= [= Fa = f ao, 


le h= fi e a=] a= 
故人 -nm 一 0, 士 1, 士 2…} 是 D [—x nih tituiE3eap ARER 4.4. 2, 应 有 
Vir 
S, E E 
@ = D (>) iz) Vy € LEa). 


1, ¿€[a,b], 
Waq [ PSS L 


[zea = f! =omocodu=cy 
-了 为 二 -三 而 
= > c Tan F) = Ea ` Teg dt 
— k=— -~ 


= Daf a= S afi a 
+ 反 证 . 车 {a} 不 是 万 中 的 标准 正 交 基 , 则 xE ,使 得 YkEN, 都 有 La. 由 于 {a) 是 
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五 中 的 标准 正 交 基 , 故 由 Parseval 等 式 ,得 


lz|2= X lire) l? = D eraa) l? A MaN? la al: 
f £t £ 


= izl Ñ la-a l?< lzl:, 
矛盾 , 故 { } 为 H PEREX . 
习 题 45 


l.Vz,y€M,3(z,), {y} CM, (4$ z —zr,y,— y: Va,B€ K, i M 是 X 的 子 空 间 , 知 

{azm 十 By)CM, 再 由 
lars tps — Gaz +A) | < lal Haal lel ly —yl, 

知 当 nn->co 时 有 az 十 By,->az 十 By, 从 而 有 ar+pyCM, E M J: X 的 子 空 间 . 又 机 是 个 闭 集 ， 
从 而 是 X 的 闭 子 空间 . 

2. 设 YzEM,yEML ,由 于 (z,y)=0, 故 有 MC(ML)L ,再 由 (ML)L+ 是 互 的 闭 子 空间 ,得 

Mc (M+). 
V =€ (M: )1 ,由 于 了 机 是 的 闭 子 空间 , 故 由 正 交 分 解 定理 , jaE 丽 ,使 得 
r=a+(z—a, z—a € (bi. 
再 由 MCM,# z—a€ (Mi CM! ,从 而 有 
《(z 一 az 一 a) 一 (zz 一 a) = 0, 
Bp z—a=0, 
z=a6€M, 

AmA MƏW(Mi 51. &2,48 M=(M: 1. 

3. V z€ (ML )+ ,由 题 意 ,z 在 M 上 的 投影 存在 , 故 了 aE M,b€ ML ,使 得 

z=a+b. 
由 于 
(b,b) = (a 十 6) = (z,b) = 0, 
故 5 一 0, 从 而 有 z=a€ M, 再 由 上 一 题 的 结论 ,有 
M= (MLD)LC M, 

故 M=M È H 的 闭 子 空间 . 

4. YIE 甩 ,由 正 交 分 解 定理 , 有 

z= Pzr+(z—Prz), 
其 中 PrEM,z 一 PrEML ,从 而 有 
(Pz,z) = (Pz,Pz +z— Pzr) = (Pz,Pz) = || Pz’. 


习题 4.6 


1.[0,x] EKAL? 的 多 项 式 全 体 P:([0,x]) 是 L:([0,x]) 的 一 个 有 限 维 子 空间 , {1,1, 产 } 
是 它 的 一 个 基 , 其 Gram 和 矩阵 为 
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x Xx/2 #/3 
了 /2 /3 1/4 
Ww/3 x/4 和 /5 


G= 


‘zrD= siwa =, D = [siwar = x, 


(2,8)= [esia = —4, 
得 z=sin 的 最 佳 均 方 通 近 二 次 多 项 式 


2 9 —36@ 302 1f 2 
POS lG" z |= Aef) —36e 192 一 180x|| > 
到 一 4 302 一 18or 180 J 2 一 4 


(P-a ( 2) (9) 


== 0.0505 + 1. 3123: — 0. 4778. 
2. [一 1,1] 上 次 数 <2 的 多 项 式 全 体 P,([ 一 1,1]) 是 L*([ 一 1,1]) 的 一 个 有 限 维 子 空间 ， 
{1,4,8) 是 它 的 一 个 基 , 其 Gram 矩阵 为 


2 0 2⁄3 
G=|o 2⁄3 0 
2/3 0 2/5 
由 
m E PEN 3 = £ 
ed phts n= f tao, 
Ë x 
(z,É) r+ a= 2 >° 
得 z— Tl RESAN 
x/2 9 @ =i x/2 
PO= eacG | o |=G,e j| ° 12 o 0 
2 一 r/2 =15 Ó 45 2—x/2 
= kaw 15 -Bazd 3) as 0. 9624—0. 53102. 
3. 令 
1, r€ (0,1/3), 他 t€ (1/3,2/3)， 他 tE (2/3,1)， 
一 u 一 = 
Tlo ”其 全 ° lo, 其 余 ; 0， RR, 


则 {V3m ,/Su W3w} 是 L*([0,1]) 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 它 所 生成 的 空间 是 L?([0,1]) 的 一 个 
三 维 子 空间 ,其 Gram 矩阵 G 为 单位 阵 . 由 


(Q fsay= |À Bed = Bern, 


(zBm)= |” Vaed = VEe — en), 
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(i fsay= | Vede = 3e- e, 
得 z=e 的 满足 要 求 的 最 佳 均 方 逼近 


VE Ca D) 
P(D= (3m 3us W3u)E |Z 一 an) 
VS(e 一 em) 


= 3[(e!2 Dua + (# eu + (e— etua] 
~~ 1. 1868 + 1. 6564u + 2. 311716. 
4. 在 内 积 

(X,Y) = EXP) 

FL (Q) k—4- Hilbert 空间 ,所 求 问 题 转化 为 求 Y 在 L*(0) 的 完备 子 空间 
M= span{X; s, X.) 
中 的 最 佳 逼近 问题 . 由 于 基 {X! ,…,X,} 的 Gram 矩阵 为 
ECXIR) EC(X,Xi) … EXX) 


è EXX) ECX:X:) … EXX) 
aR " 网 i . 
EXX.) EC(X,X.) … EXX.) 
故 取 
A (Y,X1) EYR) 
Bjoa] g EYR:) l 
R (Y, X.) EYR.) 


W X = Ý) AX, WIE Y Æ M=span{ Xi，…,X.} 中 的 最 佳 通 近 . 


习题 4.7 


1. HA z,yEX, 使 得 Tz=Ty, 则 
lz—yl?= (z—y,z—y = (T(z—y),T(z— y) 
= l|T(z—) |: = || Tz — Ty |: = o, 
故 z=y. 
2. 若 X,Y 为 实 内 积 空间 , 则 由 定理 4.2.1, Yz,yEX, 有 


(Te, T= +C Te + Ty |? — | Te— Ty |) = +C T(z-+- >) |? — | TGe— 15) 


=4dz+yl?— lzy = (zs 
若 X,Y 为 复 内 积 空 间 , 则 由 定理 4. 2.2, Yz,yEX, 有 
‘Tzr,Ty)= + I Tz + Ty ll? — M Tz — Ty |? +i ll Tr +iTy I? — ill Tx — iTy || 3) 


=4q Taty) l? — | T(z—y) i? ++ill T(z+ iy) ||? il Ta iy) a 
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=+ lz+yl?— lz—yl?+ilztiyl’ —ilz—iyl’) = (z,y). 


即 工 是 保 内 积 的 . 
3. 由 于 L?([a, 妇 ) 是 无 限 维 的 可 分 的 Hilbert 空间 (有 理 系数 多 项 式 的 全 体 是 它 的 一 个 可 
数 稠 集 ) , 故 由 定理 4.7.2,L: ([a,b]) 5 Ë 内 积 同 构 . 


习题 5.1 


1. 线性 性 :对 纯 量 算 子 Tz 一 ar, 由 于 Yz,yEX,a,pEK, 有 
Tlar+by) = alar + by) = aaz +bay =aTr+bTy, 
H 了 是 一 个 线性 算 子 . 
有 界 性 : Y z€ X, HT 
l Tz l| = lazl = lal Izl, 
故 工 是 有 界线 性 算 子 . 
2. Yz, y€ ker(T),a,BEK, 由 于 
T(az + By) = aTz + BTy = 0, 
故 az 十 ByE ker( T) ,ker(T)28 X 的 线性 子 空 间 ; 设 {z}Cker(T), 且 mm 一 z, 则 由 工 的 连续 性 ， 
有 
Tz = Timzm) = limTz, = 0, 
故 =€ ker(T) ,ker( 了 T) 为 X 的 闭 子 空间 . 
3. 线性 性 :由 于 Y zx,yE€E B(R),a,BER, 有 
[Tlaz +By))()= (az +8y)G— A) = ar(Gt 一 A) 十 py(G 一 A) 
= a(Tz)(D) 十 KTy)(CD = (aTz +BTy)(0 , 
故 工 是 一 个 线性 算 子 . 
有 界 性 : YzEX, 由 于 
| Te |o= supl (T) | = supl z4 —A) | = supl z0 | = Iz llo» 
故 在 上 确 界 范 数 下 ,时 延 算 子 工 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 
4. 显然 ,了 是 线性 的 , 取 值 为 数 , 且 


| ayl = |fzoa|<f izole lalh 
# f 3 C([a,b]) EWA RRHEZE . 
3 题 5.2 


1. 显然 ,是 线性 算 子 . 由 于 
| Te le= max | za |< | f'zcas| < f! lz as 


s€[0,1] 


<J) max lz |ds = mas |zG9|= 1zl-， 


# TEARRHEAFH | TI<1 X 14 =1, 


ITI |== max 
elo.) 


fia = 1, 
Jael 
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故 1T1 = 
2. BRT, 是 线性 算 子 , 且 Vz 一 (mn ,zz.J)EE, 有 
Taz |= | ozea = D lalt < Platt = 1zl， 


A T,eE P, T EB), E || T. | <1. 又 对 于 a 二 (1,0,0,…), 有 
lea l= 1, || Ta ll 一 11,0,0)1 一 1， 


HT, 1 =1. 
3. 线性 性 : V z = 3 Saa € Hap EK, 有 
€ £t 


Tar +By)= Tle” ne +Ñ nea) = TB +pe] 


= J, lar ty en = a) nem 十 By em 
£ £ fi 


= Tr +BTy, 
# TE H E0081EN T, 


Ant, Vz 二 Sne, € H ,f8 Parseval 等 式 ,有 


ITs l= S ITee]? - >| (È rema) |? = È| (Srema) 
= Èl? Dlal = al, 
故 工 是 五 上 的 有 界线 性 算 子 且 ‖ 工 | =1. 
4. YIEX, 由 S, THARE H 
ISe Dall = AST h < ISN Tel < ISWITH =H, 
故 SeTEBC(X,Z), B 


IS- TI < ISl ITI. 
习题 5.3 
1. V z=(zi,z:)T,y=(yi,y:) ER sa pER A 
T(az + By)= T((azi + Byi saz: + By: )!] = (azs + Bya sazi + By)T™ 
= alm, m)" +AR ym)T = aTz + BTy, 
故 丁 为 二 维 赋 范 空间 上 的 线性 算 子 ,从 而 是 有 界 的 . 又 
1 Ta l= I a)" l= VAFA = VAFA = | Ga,zo' := Nalles 
# TI =1. 
2. 由 于 
2 2\/2 1 8 6 
sah, 2) 人 ;) = G 引 ， 


而 474 的 特征 值 为 13 士 V153, 故 
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1Al:= max{ Vi3+ 7153, Vi3— /153)= V13+ V153. 


eran i ms lal, = 
lAr == max | Dasz |< max X as | lz; 
<, m lsh, 
故 上 Al<as 设 当 i=io,j=jo Moe la; | 取 到 最 大 值 a, 记 
= (0,***,0,1,0,°,0)T, 
0. 0 
p. 

W || z h =1, 

|l Azo |== max | aj, |= | ayi |= a, 
故 141 =. 


3 题 5.4 


1. 设 f(z) 为 数 域 K 上 的 Banach 空间 X ERIE PARREZ, W I E X, fC ) 天 0. 
VyEK, 取 


= 一 Fn， 


则 有 


f(D = Iè z)= T = 
故 了 是 满 射 ,由 开 映 射 定理 , 知 了 为 开 映射 . 
2. 由 TE B(X,Y), 知 了 0>0, 使 得 
MÓTz| <bl zl, V<=€ X; 
X TERM. WW uEsg, A T FEH T'E BCY,X), 故 又 3a>0, 使 得 
IT'yl <ilyl, yyer. 
取 y=Tz, 就 有 
alzi < Tzrl. 
3. 由 于 T(az 十 hy) 二 aTz 十 BTy 二 0, 故 az 十 By€ ker(T),ker(T) 为 X 的 线性 子 空间 ; 设 
{zr}Cker(T), 且 zz,>z, 则 由 
Tr,=0—0 
及 闭 算 子 的 判别 定理 ,有 Tr=0,#& zEker(T) ,ker( 了 T) 为 的 闭 子 空间 . 
4. Bt rnz, Tzn >ysk,z MY zE H, H 
(Tr — yz) = lim Tz — Traz) = lim(z— za, Tz) 
= (lim(z— 7), Tz) = (0, Te) = 0 
知 Tz=y, 故 了 是 闭 算 子 ,由 闭 图 像 定理 ,了 有 界 . 
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习 题 5.5 
1. 由 于 YzEX,{Tsz} 是 Y 中 的 Cauchy 列 , 故 由 习题 3. 3 中 第 1 题 , 知 {Tsz} 是 有 界 的 , 即 
supi Í Taz || ) = MG) < so, 
故 由 一 致 有 界 原理 , 算 子 列 {T,) 一 致 有 界 . 
2. Vz=(b,b--)€F,%# Ta: PE H 
Tax = (arb stranda 03), 
则 有 
sup l| Taz | = sup{ 六 ai 六 一 Qai)? <=, 
- sekt £t 5 
故 由 一 致 有 界 原理 ,{T,) 一 致 有 界 . 下面 来 计算 eT, 上. 
因为 


IT lÜ = ($ati)? < spel (DA) < sup lail zl 
HAS I T. |< gup, | a | ;不 妨 设 1a | = sup | aa | , 则 取 
m = 0,0,0,-3, 
RH || z k=1, 
M Tazo ls= || Cai 0,0,1) l= lai | = pla l 
JA mat I| T. || = sp la l. 
sup! T.| = supl a I<=. 
3. V= sb EL, G Ta E H 
Taz = (abi s anba s051), 
则 有 
sl Toz = sup > | aub | = R labil <o, 
故 由 一 致 有 界 原理 ,{T,} 一 致 有 界 . 下 面 来 计算 ‖T |l. 
因为 


ITa h= X lab [< ayp la DX [aa 1< syp laa | ais 

# T. I < gyp, lau | ,不妨 设 1a | = sup |a, | , 则 取 

zo = (1,0,0,--), 
RA |z h=1, 

IT i= lGao6o-3 = Jan |= sup la |> 
ATIA IT, I= sup la |> 
sup || T. || = șupl a | < >. 
+ 由 于 z,y IATa b L88888 [OO 存在 , 知 ODELA] EAR 

TR. + 
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n= max (n, | y0) Ih 
则 {y,) 非 负 递 增 . V z€ L° ([a,5]),$ Ta:L? (Ca bD —>R 32 
Taz = [' 12030 ldt, 
就 有 
spl Trl = ssp] leOn la < [zoo la <, 


故 由 一 致 有 界 原理 ,{T,} 一 致 有 界 . 下 面 来 计算 1T, 1 . 
因为 


1Tzl= f’ leos la< (P lao la)? (fiyo |a) 
= (filo ha)t lzh,, 


BA ITA < (filao do) m 
= y) |C 
s T’ 
(filao a)? 
就 有 
hiro 


3 
Izo l= | 1z(o Pd = 
ai= fi filao ta: 


> 
IT. |= ly yD lde 


finora" 
1 1 
= (flopa)? = (Fly ta), 
从 而 有 11T, = ([ |>. dz) 二 ,再 由 Levi MIKIEM, 
supli T, I = ssp(f EZO] tar)? = lm(f 15.00 ta)? 
r 1 
= (站 yopd)7 <=, 
H y€ LCa, bD). 
习题 56 


1. 由 于 M 是 Hilbert 空间 H 的 闭 子 空间 , 故 M 是 Hilbert 空间 . 由 Riesz 表示 定理 ， 
3%EM, 使 对 YzEM, 有 
Pola) = (z,%), 
Bl f | = l> l. 设 f 为 及 在 有 上 的 保 范 延 拓 , 则 由 Riesz 表示 定理 , 3yE H, WYE H, 
有 
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f(z) 一 (zy)， 
HI fl =l yl =l l =l bl. 由 于 ywEM, 故 有 f(.)= fo) B 
(O) = (5), 
从 而 有 
|| y=» l= (y— ywy w) = ț yy) — yy) — yoy) + yoyo) 
= (y,y) — (wyw) — (wyw) + (ym) = yl? — Iy l? = o, 

即 y=%, 故 fo 在 及 上 的 保 范 延 拓 是 唯一 的 . 

2. # z € M, I] 4 一 d(zm,M) 0, 故 由 推论 5.6.3, 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 使 得 
flu=0, 

fGa) = d> 0, 

这 与 题 设 矛盾 , 故 z € M. 

3. 若 zo 二 0, 则 不 等 式 显然 成 立 ; 若 za 天 0, 则 由 推论 5. 6.4, 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 f, 
使 得 

Ifl =l, fæ = lz l, 
故 由 题 设 , 必 有 
lz ll = | fGa|)| < C. 
4. V z€ X, 1=0, W3} Y f€ B(X,K),# F(z) 一 0, 等 式 显然 成 立 ; 
若 zx 尖 0, 则 由 推论 5. 6.4, 3 f€ BCX,K) ,使 得 
IfI =1, fG)= lzi, 
1f(z)1; 又 
IFIS Ifl Nz , 

IDIS zl, 合 之 ,得 


lzl = 


Hll zl < 


Su] 
IAAL /ERX 


故 又 有 


sup 
W/1=1./e€ BOX. 
fæl. 


sul 
1 站 acm 


习题 5.7 
1. 由 zwEX\ker( 内 , 知 fm) 天 0, 令 ?一 z 一 am 其 中 


fœ 
fa) 


To. LË z= y +aro th y € ker (f), Wii fC) = fO) + f(aze) =af Co) 


fo) = f(z- a) = fay EE fo) = 0, 


fe) 
fao) 
a= x. ,从 而 有 y 一 y, 故 表示 式 是 唯一 的 . 
2. iB 


BH z=y+ 


e = (Q, ,0, 1,0,1), 
e 


Wier) TE co 的 基 , V z=(z1,z2，…)Eco, 有 
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V f€ (c) ,由 了 的 连续 性 ,有 
fG) = f (tm 32 zer) =m) afla) = >; fle)n = > Htr» 
HP y = flea). 取 
I® = (Sny ,sgnys 03t) ， 
其 中 sgnz 为 z 的 符号 函数 , 则 
P 
又 由 于 
Ifa l fW H l= Ifl, 


BA ilal < 171, $= 


B lx I< lfl, 
FEA y= ny EL B || y h< l fll. 又 由 


l= |È sal <È lxsllal<Ggplal Sla l= Nyh izlo 
WLI yht A= I y e EX T: Co) 3 
Tf = y, 


则 了 是 一 个 等 中 线性 同 构 映 射 ,从 而 有 (a)" 一 
3. MFE COD)" 一 下 ([ova]), 并 注意 到 sinnzE [0,z]), 故 由 Riesz 表示 定理 ， 
Ifl = N sinne s= (J sintnrdr)t = 至 - 


4. 设 X Hn 维 赋 范 空间 ,{e ,…，ev}X 的 一 个 基 . Vz = 》) ne ,定义 


fay = (3120 )= m; 
MD f€ X' B V fe X: ,由 É 
fG) = © nea)= > mf(e) = > fle) fila) 
e £ £t £t 
f= È rof 


故 dimX* dimX, 同 理 可 得 dimX” <dimX* ,从 而 有 dimX” <n. LAF X 5 X` 的 一 个 
子 空间 等 距 线性 同 构 映射 ,而 dimX 一 mw, 故 只 能 有 XX 二 X** , 即 X 为 自 反 空间 . 


习 题 5.8 
1. 设 O:X>Y 为 零 算 子 , 则 VY /EY" ,EX, 其 对 偶 算 子 O" :Y* 一 X" 应 满足 
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(O° Pla) = f(O) = f0) = 0, 
故 O* f=0,8 O 是 Y* 一 X" 的 零 算 子 . 
2. 由 于 . 
M Tzl:= N (0,0,71,72.0) 1 = D lal? = hazle, 
£t 
故 工 是 有 界线 性 算 子 ; V fE) 一 下 ,由 Riesz 表示 定理 , 3 y=(yi,yÚ s) EL, 使 得 
Fa = (z,y) = Sa ms Yr= (n,m) EP. 
£ 
于 是 
(T° P= f(Tr) = (Tz,y) 一 人 000 O yyy)? 
= Dn yaa = (Gaza) Oye"), 


故 在 等 距 线性 同 构 的 意义 下 , =y, T /二 (ys ,y4,…), 即 


T'y= Oye), Vy= Qy s) € F. 


3. 由 于 


l| Tæ |: = 


(= 学时 学)| ESE < is zt. 

故 工 是 有 界线 性 算 子 ; Y fE)" 二, 由 Riesz 表示 定理 , 3 y= y) € É ,使 得 
fa) = (z,y) = Sa o Yr= (mT) € P. 

于 是 j 


CT G= fCTz) = (Tay) = ( (2R E) Oyaa) 


ze, 
学， 
= SYL su s RB x... 
- > kuy = CETE ), (xn 23 4 )》， 
故 在 等 距 线性 同 构 的 意义 下 ,f= 二 y， 
i 32 N X 
T'y= (mR), Vy= oad € P. 
4. 当 n=1 时 ,等 式 显然 成 立 ; 设 当 nn 二 k 时 ,等 式 
mm = (T: 
成 立 , 则 当 n=k+1 it, V f€ Y° ,zEX, 必 有 
UTH) ND= KTH) = ETTE] = C PTE) 
= (T* [(T')* f)G) = T THD) 
= (CT t pG), 


BCTH)" =T VH ATERA AT) 二 (T* )", VnEN. 
习题 5.9 


1. GEH: rr M z >r H noot, 
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11 zl — zl |< aal 一 0， 
# z. EAEE 
充分 性 : 令 
SO) = (yz)， 
则 SEX kh z, — 8 
(zz) = f(z,) — fGz) = (2,2), 
FE |l ll 一 | zl ,得 
| z= (—zz,—z)= |z, l? Ctar) (rx)+ |z: 
— lzi? —(z,z) — (z, + || z: =o, 
故 zz 
2. V f€ GË)" ,由 Riesz 表示 定理 , jy 一 (nm ,办 ，)E 忆 ,使 对 Yz 一 (zi ,zw)EE, 有 
f(z)=(z,y), 故 当 n>co 时 ,有 
| fCT,z) — f(O) | = | Tory) | = | CCO Oraa rte t) y Cn ryad) | 


- | aza] <Š Jal)? ($ lal) 
k=l k=l k=l 
= zh ($ l» 1?)? o, 
从 而 有 T, O. 又 由 于 当 140R, 


I Tz 一 Ce1 = || (0,--,n zi ss) | = D lal? = | zl:#0, 
故 {T,} 不 强 收敛 于 零 算 子 O. 
3. 泛 函 列 { 户 }JCX" B KAF /, 则 YzEX, 有 
fala) 一 rz) (n= eo), 
由 于 数列 的 极限 是 唯一 的 , 故 弱 " 极限 也 是 唯一 的 . 
4. 由 于 
—l cost sint ,cos2t sin2t 
Saa Vr da Sa da e) 
是 严 ([ 一 x,z]) 中 的 标准 正 交 系 ， 故 由 Bessel 不 等 式 , V z€ Lt (C-n) H 


21 E| em) < lzl?, 


故 必 有 (2,2) = 大 站.=(Dcosdz > 0 一 =) ,从 而 有 
i 


1—0] = |f" z0cosntar| — o, 
MEEI) S KAFEAF O. 


习 题 6.1 
1. 注意 到 ,Ri (IT 一 TI 一 AT,R (CT 一 T 一 MT, 就 有 
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RD —R,CD= RD .RD + RT) RT) + R CT) ° RT) 
= R(T) * [RDR T] RD 
一 RD * KT- — (T-A) + RT) 
=R) - A-DI RD 
= A- ØR (T) ° R,T). 
2. 因为 
nA) = liml A" |+, (B) = limll B +, 


La"l lel 
manv an o s] Ae po pT Rana, e 


Me)>0, 使 得 
LAI < me, LEI < Me Gm=12,-), 
[ra] [a+] 
从 而 有 
I (A+B | = [Be |. B=: |< ža Lae 
< MG 六 SG[-+ 呈 ] [o+] 
= M'(e[r,(A) +r,(B) +J", 
故 由 Gelfand 定理 ,有 
r (A+B) = lim | (A+B) |? < r(A) +r,(B) +e, 
再 由 的 任意 性 ,得 
mA 十 且 < (A) +r, (B). 


3. 由 于 A*B 一 B.A, 故 有 
IA B'I = l A.B | < lal l Fl, 
从 而 由 Gelfand 定理 ,有 
n(A» B) = lim || (A+ B" | * < lim || A" | || PI = r (Ar, (B). 
4. 由 于 
ISe DI = I SeT D TIK SllcCT.SM TI, 
故 由 Gelfand 定理 ,有 
(S+ D= lim | (S+ D15 < m [SI> | (T-9714 ITI* 


< lim | (T+ 9™ ||} = r,CT ° S), 
同 理 可 证 r,(T*S)<r,(S* 了 T), 故 有 7,(S* 了 =r, (T*S). 


习题 6.2 
1. YAEC, 有 
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(I 一 MD)z 一 (1 一 D)z. 
当 ) 一 1 时 ,(I 一 MDz 一 0 有 非 零 解 , 故 1Em(D; 当 天 1, 映 射 [一 i 单 且 满 , 故 MEp(D AZ 
得 
oaD=o(CD={1)，pCD = Q.(1). 
24 
(TAD = (aa — ÀT s23 — Ara se) = 0, 
8 a= r r= la An An). I z20,8R+ 


zel e D |al <o © al<, 
£ 
故 


s, CT) = (a € Chal <1). 
IH E,r,(T)2>1; Hh 


|| Talle = || (zz s: ) | = (27 lal)? < lzll:, 
= 


Al T| <1,& DS ITIL AZ r (D=. 由 于 是 谱 是 闭 集 , 故 有 
aD Da = (Q € C. |a|<1), 
再 由 7,《 了 二 1, 知 
amD = 人 AEec:lil 和 ly，omD=(AEc:li|>1). 
3. 由 于 


l Tz l| = max ITW) = max 


Lh aam fE el 
< max, fi an f" aaa. | ze) lan 

= f) an [asa a [© dn Wele 

= f) an [Ë aÚ [2 midia Izle 

=f gapi 1zl- 


=F 
=} lele, 


BITISH ATA 


" + 5 l 
(T) 一 l= =0. 
r,CT) = lim || T" || lm 


对 4=0, 有 
T(X) C {z € C([0,1]):z(0) = 0), 
#CTO(X)C([0,1J),o€a, (T), A 
AD = {0)}, D = s,(T) = (0). 
4. i M: H 的 真子 空间 ,否则 P=, (D={1). YAEC, 解 方程 
(P 一 MDz= Pz —xz = 0, 
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得 Pr=Xz. 注意 到 PrE M, 故 当 4 了 0 时 ,TE M, 从 而 有 ) 一 1, 此 时 ,方程 有 非 零 解 ; 当 ) 一 0 时 ， 
只 要 z€ ML ,就 有 Pr=0, 原 方程 有 非 零 解 , 故 
oy (P) = {0,1}. 


习题 6.3 


1. 必要 性 :由 于 X 中 的 单位 球 B,(0) 是 有 界 集 , 故 TLB, (0)] 是 Y 中 的 列 紧 集 . 
充分 性 : 设 A 是 X 中 的 有 界 集 , 则 3M>0, 使 得 
lz <M, V=<z€A. 
任 给 TC(A) 中 的 点 列 {Tz,) ,其 中 {z,}CA, 由 于 


Hre = T( fe) E T80), 


故 由 TEB: (0)] 的 列 紧 性 , 知 {T( kz.) AKAFA {T( jen ) } ,相应 地 {Tz,} 有 收 敏 


子 列 {Tzw ) , 故 T(A) 是 列 紧 集 . 

2. 设 {(Ti 十 Ti)z,) 是 (Ti 十 T)(B,(0)) 中 的 任 一 点 列 ,其 中 {x}CB(0)， 

(T, + T)<z, = Ty 2a + Tz. 

H DECO, Y), M (T, z, AKAFA (Ti z, ); 由 T, € CCX, Y), SL (Ty, A KRFA 
{Tm PATE HTa A AFA CT HT), LEC + Tr) (B, (0)) 是 列 紧 集 ,十 
T,€ C(X,Y). 

类 似 地 ,可 证 aT ERAF. 

3. 设 了 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 ,由 于 f(X)CK 是 有限 维 的 , 故 了 是 有 限 秩 算 子 ,从 而 是 紧 
AF. 

4. 令 T, Ë—Ë H 

T,z = (A1 Ti a2 T2 t sa,z, 0, +. 

则 T, 是 有 限 秩 算 子 , 故 是 紧 算 子 . 

WA lima, =0, 4t Y >0, I NEN AEH n>N Mt, an| <e. 此 时 ， 


， Vz= msm) EP, 


IT- Dals (Ñ lan |)? <e Ñ la l) elezi 
各 2 
故 有 
IT.-TI <e 
从 而 有 TT. 由 定理 6.3.4,T 是 紧 算 子 . 


习 题 6.4 
1. S TnP >P 定义 为 
Tz = (m. E 0,05), 


2 
WT, 是 有 限 秩 算 子 , 故 是 紧 算 子 . 因为 


ee = ($ 1E) < (Ò lah) <h lete 


as 
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所 以 当 n>co 时 ,有 
IT.—TI <a 
即 T 一 T, 从 而 有 全 是 紧 算 子 . 令 
(CT 一 MDz= [z — Aei — Am s EB ea) = 0, 
得 z; =AL; ,za 一 2Azs t y Lati =n," AA 
Zen = nA 

由 xzE 忆 ,应 有 

> Im =l = EBLa- Dies <, 

£t £t 


故 4=0. 4 1=0 H REDRA EF z= 二 (1,0,0,…), 故 X=0 是 唯一 的 特征 值 , 即 a, CT) = 0). 
2. $ Tr: >P EXN 


Tar = (a007), 
则 T, 是 有 限 秩 算 子 , 故 是 紧 算 子 . 因为 


1m-nDzl:= ($ 5 "< (P d) < 寺 ilzl， 
所 以 当 n>co 时 ,有 


IT.— Ti < 
即 T, 一 T, 从 而 有 全 是 紧 算 子 . 令 
(T—aDz= (Nd (二)z2 (TA) = 0, 


一 0， 


Oi a 
+i 


RU8 = On=1,2,- AE 


T= (050 "5 0,1,0,..), 


故 = 寺 Cn 一 1,2,…) 是 工 的 特征 值 

又 对 无 限 维 Banach 空间 上 的 紧 线性 算 子 ,有 0Eo( 了 ), 且 非 零 的 谱 点 只 能 是 工 的 特征 值 , 故 

={0 U (二 ,ne N). 
3. S Taib P 定义 为 
Taz = (om ,号 ，…, 王 ,0,0)， 
则 T, ARRTRT KAERT: n 
1T- Dzl:= (È; at <( 45) < 过 ilzl， 

K nott, A 


IT -TI <;ho 
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即 也 一 T, 从 而 有 了 是 紧 算 子 . Ç 
CT 一 MDz= (~Ar: szi re) = 0, 
得 zx=b, 故 工 没 有 特征 值 ,从 而 有 oT) = (0). 
对 4 二 0, 由 
TO) C ((z) € P:n = 0} 
# É 中 不 稠密 , 知 其 为 工 的 剩余 谱 , 从 而 有 T=, T)={0). 


4. 由 定理 6. 3.5, 知 T' 是 复 Banach 空间 X° 上 的 紧 线性 算 子 ,在 X" 上 对 T" 运用 定理 
6.4. 5 即 得 结论 . 


习题 6.5 


1. Yz,yEL?([0,1]), 因 为 
‘zw= || TDO og = ft) od 


= [zoo sa = | zc) Dd = cz, Ty), 


所 以 了 是 自 伴 算 子 . 
2，Yz 一 (rm 一 (ywD)EE, 注 意 到 ) 一 (hu ,ha,…) 为 实数 列 , 就 有 


CTr,y)= (Qi kama r) (Oi) = Pai = D>] kuy 
£ £t 


= (Gazo), Qi kay s) = (Tr,y), 
故 了 是 自 伴 算 子 . 令 
(T—AlD=z = (Qi =A) s Qa —A)zr s, An =A) Tnt) = 0, 
知 当 ) 一 Cn 一 1,2,…) 时 方程 有 非 零 解 
工 一 00,1, 0)， 


故 iu(n 一 1,2,…) 是 工 的 特征 值 . 
3. 由 了 是 非 零 的 自 伴 算 子 , 知 
rD = IT| >0; 
H T R, 的 非 零 谱 点 都 是 特征 值 , 故 了 必 有 非 零 的 特征 值 . 
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